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1. Bevezeto

1.1 Rel4cidk, miiveletek

1.1.1 Definici6: legyen H tetszdleges halmaz. H feletti n-véltozos relacié (neN) alatt H" - kétvaltozos esetben
HxH - egy R részhalmazat értjilk. Az a,,a,,...,a,€H elemek (ebben a sorrendben) akkor allnak rel4dciéban, ha
(ay,ay,...,a,)eR . Kétvaltozos esetben azt, hogy a és b relacioban allnak, gyakran aRb jeloli. Ha a relacio jele <,
akkor ebbdl a < b lesz.

Egy relacio tekintheté R:H"—{igaz, hamis} leképezésnek is; ekkor R(ay,a,,...,a,) jeloli, hogy az illetS elemek
relacioban allnak.

1.1.2 Definicio: a H feletti R kétvaltozos relacid reflexiv, ha VaeH: aRa, azaz minden elem relaciéval all
onmagaval. Antireflexiv, ha AacH: aRa. Pl a valésok feletti szokdsos < mdvelet reflexiv, hiszen VaeR: a<a, mig
< antireflexiv, hiszen AaeR: a<a.

1.1.3 Definici6: az R kétvaltozos relacié tranzitiv, ha (aRb és bRc) = aRc. Pl a fent emlitett két relacio
tranzitiv. Nem (feltétleniil) tranzitiv relaci6 pl. egy graf pontjai kozt a szomszédsagi relacio.

1.1.4 Definicié: a H feletti R reldcié szimmetrikus, ha abbél, hogy az a,,a,,...,a,€H elemek relaciéban allnak,
kovetkezik, hogy ezen elemek barmely sorrendbe allitva relaciéban allnak. Kétvaltozos esetben ez azt jelenti, hogy
aRb = bRa.

P

Ketténél tobb valtozé esetén egy relacié lehet , kicsit” szimmetrikus, azaz megeshet, hogy a valtozok bizonyos
atrendezése (permutacidja, 1d. késébb) nem befolyasolja. (Pl. a sik egy egyenesén az a haromvaltozés R relacio,
melyre (A,B,C)eR pontosan akkor teljesiil, ha A és C kozrefogja B-t, nyilvan érzéketlen a széls6 elsé két elem
cseréjére.) R-t akkor nevezziik ciklikusan szimmetrikusnak, ha (a,,a,,...,a,)eR = (a,,a4,...,4, 1)eR.

Legyen mostantol R kétvaltozos, H feletti relacio.

1.1.5 Definicio: a H feletti R kétvaltozos relacié antiszimmetrikus, ha (aRb és bRa) = a=b. Ha R
antireflexiv, akkor ez ugy is irhat6, hogy Za,beH: (aRb és bRa).

Definici6: az R relaci6 megforditdsa alatt azt az R relci6t értjilk, melyre aRb < bRa.
1.1.6 Definici6: R ekvivalencia-relaci6, ha (1) reflexiv, (2) szimmetrikus és (3) tranzitiv.

1.1.7 Tétel: R pontosan akkor ekvivalencia-reldci6, ha létezik H-nak olyan H=]I,.H, particidja (diszjunkt
halmazokra bontasa), hogy a% b pontosan akkor all fenn, ha a és b egyazon H, halmazba tartoznak.

Bizonyitas: legyen minden aeH esetén H,={beH |aiR b}. R reflexivitasa miatt VaeH: aeH,, azaz HCU,.yH,.
Masrészt az uni6é minden tagja H részhalmaza, igy H=U,.zH, is teljesiil. Vegyiik észre, hogy ezen elGallitdsban
barmely két tag vagy diszjunkt, vagy azonos. Val6ban, tekintsink egy H, és H, tagot. Ha diszjunktak, akkor
igazunk van, tegyiik hat fel, hogy nem azok, azaz 3beH,NH,.. A megfelel6 halmazok definicidja szerint ekkor
fennall aRb és cRb. A szimmetriat, majd a tranzitivitast kihaszndlva a®Rc. Ezek utan tetszéleges b'eH, elemre
aRc,cRb' szerint aRb', azaz b'eH,. Igy H.CH, és hasonléan H,C H,, igy a két halmaz valéban azonos.

Allitsuk most el6 a {H,|acH} halmazt {H,|acl} alakban tgy, hogy a kiilonbz6 indext elemek valéban
kiilonbozbek legyenek (tehat minden elemet pontosan egyszer soroljunk fel). Ekkor U,.H, minden tagja
kiilonboz6, azaz el6bbi észrevételiink szerint a tagok paronként diszjunktak. Mésrészt U ,o;H,=U,cyH,=H, hiszen
a masodik unié minden tagja szerepel a bal oldalon és viszont. igy hat H=[I,.H,.

aR b valoban akkor és csakis akkor &ll fenn, ha a és b egyazon H, halmazba tartoznak, mert aRb < H,=H,.
1.1.8 Definicié: a fenti particiéban szerepl6 részhalmazokat ekvivalencia -osztalyoknak hivjuk.

Megjegyzés: legyen R tetszéleges relacio. Definidljuk az R° és R* relaciokat a kovetkez6 modon:
(a,b)eR° < (aNb vagy a=b) illetve (a,b)eR* < (aRb és a#b). Ekkor R° reflexiv, R* pedig antireflexiv lesz. Ez a
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harom relacié nyilvan pontosan ugyanakkor szimmetrikus vagy antiszimmetrikus. Ha R* tranzitiv, akkor R is az,
ha R tranzitiv, akkor R° is az, tovdbba ha R (és ezzel R°,R* is) antiszimmetrikus, akkor a tranzitivitds a masik
iranyban is oroklédik.

Nyilvan R™*=R"* és R*=R", tovabba ha R reflexiv ill. antireflexiv volt, akkor R=R" ill. R=R"*.

1.1.9 Definicié: R ("<’ tipusti) részbenrendezés, ha (1) reflexiv, (2) antiszimmetrikus és (3) tranzitiv. Néha

részbenrendezés alatt * <’ tipust ~-t érttink, ekkor azt koveteljitk meg, hogy (1) reflexiv, (2') antiszimmetrikus és

(3’) tranzitiv legyen. El6bbi megjegyzésiink szerint ez a két fogalom gyakorlatilag azonos, hiszen ha R az egyik
feltételharmast teljesiti, akkor a megjegyzés jeloléseivel R* ill. R° a masikat.

Altaldban < és < (esetleg < és <) jeloli egy részbenrendezés reflexiv és antireflexiv valtozatat, megforditasukat
rendre > és > (x és >).

1.1.10 Definicié: < (vagy <) rendezés, ha részbenrendezés, tovabba barmely két elem 6sszehasonlithat6. Ez
azt jelenti, hogy a<b, b<a valamelyike barmely a,beH esetén teljesiil. Ekkor persze pontosan egy all fenn a<b,
b<a, a=a koziil.

1.1.11 Definici6: (H, <) részbenrendezett halmaz, ha < részbenrendezés H felett. Rendezett halmaz avagy
lanc, ha < rendezés.

Megjegyzés: ha egy relacio (részben)rendezés H felett, akkor nyilvdn minden részhalmazéara megszoritva is az.

Példak:
- rendezés < és < a val6ds szamokon;
- részbenrendezés < és — barmilyen halmazrendszeren;
- részbenrendezés az oszthat6sag a természetes szamok felett.

1.1.12 Definici6: legyen (H,<) részbenrendezett halmaz, AcH,meA. m legnagyobb eleme A-nak, ha
VaeA:a<m és maximalis eleme, ha ZAacA:m<a. Legkisebb eleme, ha VacA:a>m és minimalis eleme, ha
AaeA: m>a. Lancban a legnagyobb és a maximalis elem fogalma megegyezik, akarcsak a legkisebb és a minimalis
elemé.

1.1.13 Definici6: egy H"—H leképezést - tehat egy olyan leképezést, ami H rendezett n-eseihez H egy elemét
rendeli - a H halmaz feletti n-valtozés (neN) miveletnek neveziink.

Néha H;xH,x...xH,— H; leképezéseket is szoktunk mtveletnek nevezni, pl. egy K test feletti V vektortér esetén
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a skalarral szorzast (1d. késébb), ami egy KxV—V leképezés.

1.1.14 Definicié: a H halmaz feletti u kétvaltozés mivelet asszociativ, ha atzérdjelezhets, azaz
Va,b,ceH: u(ula,b),c)=pla,ulb,c)). Ha a mdveletet a szorzés jelével jeloljiikk, akkor ezt igy irhatjuk:
Va,b,ceH: (a-b)-c=a-(b-c).

Ha a szorzas (osszeadds) asszociativ, akkor van értelme az a-b-c (a+b+c) jelolésnek, hiszen barhogyan
zarojelezve ugyanazt az eredményt adja. Hasonl6an értelmezhets [, a;=a;-a,-...-a, (X1 a=a;+a,+...+a,).

1.1.15 Definici6: a H halmaz feletti u kétvaltozos mivelet kommutativ, ha Va,beH: u(a,b)=u(b,a). A szorzas
jelolésével Va,beH: a-b=b-a.

Ha a szorzas (0sszeadds) asszociativ és kommutativ, akkor van értelme a [,y 4; (2 a;) jelolésnek, ahol I véges
indexhalmaz, hiszen az eredmény minden sorrendnél és zaréjelezésnél ugyanaz.

1.1.16 Definicié: legyenek o és m kétvaltozés miiveletek H felett. Ekkor m balrél disztributiv o-ra nézve, ha
Va,b,ceH: nlola,b),c)=o(nla,c),n(b,c)). Jobbrél disztributiv, ha Va,b,ceH: nla,olb,c))=0o(n(a,b),nla,c)). Példaul
a-(b+c)=a-b+b-c illetve (a+b)-c=a-c+b-c jelenti, hogy a szorzas disztributiv az §sszeadasra.

A disztributivitasnak akkor is van értelme, ha n:H;xH,—H; és o tobb H; halmaz feletti kétvaltozos
muveletként is értelmes. (Pl. a geometridban vektorok skaldris szorzésa ( -: R'xR"—R) ebben az értelemben
disztributiv az 8sszeadasra.)
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1.2 A Zorn-lemma

Zorn-lemma: legyen < olyan részbenrendezés P-n, hogy ha valamely HCP-re (H,<|y) rendezés, akkor
ImePVheH: h<m. Ez esetben Im*ePVxeP: m*£x. (Azaz ha minden P-beli lancnak van felsé korlatja, akkor
P-nek van maximalis eleme.)

Ennek specidlis esete a kovetkez: legyen H tetszéleges halmaz és az XSP(H) halmazrendszer olyan, hogy
barmely LcX lancra (barmely két L-beli elem egyike tartalmazza a masikat) UL=U,. AeX, akkor
IMyeX VAeX: MyZA.

Mindkét véltozat ekvivalens a kivélasztasi axiomaval; ennek bizonyitdsa a halmazelmélet témakdorébe tartozik.
Mi egyszerten hasznélni fogjuk.

1.3 A legalapvetébb algebrai struktirak

1.3.1 Definicio: félcsoport egy olyan (G,-) rendszer, ahol a szorzas egy asszociativ kétvaltozos mdvelet a G
halmaz felett. Ha a szorzas kommutativ, akkor G kommutativ félcsoport.

1.3.2 Definici6: legyen (G, ) félcsoport. eeG baloldali egységelem, ha VxeG: ex=x és jobboldali egységelem,
ha VxeG:xe=x. Ha e bal- és jobboldali egységelem is, akkor egységelemnek nevezziik és 1-el jeloljik. (Ha a
miuvelet az 9sszeadas, akkor 0-val.) Ha G egységelemes félcsoport, ha van benne egységelem.

Megjegyzés: legyen a (G,-) félcsoportban e baloldali, ¢’ jobboldali egységelem. Ekkor e=e-e'=¢’, tehat e=¢'
kétoldali egységelem.

1.3.3 Definicio: legyen (G,:) egységelemes félcsoport. x'eG baloldali inverze xeG-nek, ha x"-x=1 és

'_el jeloljiik (ha a mdvelet az

jobboldali inverze, ha x-x'=1. Ha x' jobb- és baloldali inverze is x-nek, akkor x~
Osszadas, akkor (—x)) és x (kétoldali) inverzének nevezziik.

!

Megjegyzés: legyen a (G,-) egységelemes félcsoportban x' baloldali, x” jobboldali inverze x-nek. Ekkor

x'=x"(x-x")=(x"-x)-x"=x" miatt x" (kétoldali) inverze x-nek.

1.3.4 Definici6: (G,:) csoport, ha olyan egységelemes félcsoport, ahol minden elemnek van inverze. Ha a
miuvelet kommutativ, akkor a csoportot kommutativ vagy Abel -csoport hivjuk.

1.3.5 Definicio: legyen (G,-) félcsoport vagy csoport. Az a,beG elemek felcserélhetéek, ha a-b=b-a. A
mindennel felcserélhetd elemek halmazat G centrumanak hivjuk és Z(G)-vel jeloljiik. Kénnyen ellendrizhets, hogy
ha G félcsoport, egységelemes félcsoport ill. csoport, akkor Z(G) elemei az 6rokolt miveletekre kommutativ
félcsoportot, egységelemes kommutativ félcsoportot ill. csoportot alkotnak.

1.3.6 Definicio: (H,+,-) félgydrd, ha (H,+) kommutativ félcsoport, (H,-) félcsoport és a szorzés disztributiv
az Osszeaddsra.

1.3.7 Definici6: gydrd egy olyan (R,+,:) rendszer, ahol (R,+) kommutativ csoport, (R,-) félcsoport, és a
szorzas disztributiv az Osszeadasra. Ha (R,-) egységelemes és/vagy kommutativ félcsoport, akkor (R,+,-)
egységelemes és/vagy kommutativ gytrd. Az osszeadas egységeleme a nullelem, a szorzas egységeleme - ha van -
az egységelem.

Megjegyzés: VxeR: x-0=x-(0+x)—x-x=x-x—x-x=0, azaz a nullat barmivel szorozva nullat kapunk.

1.3.8 Jeldlés: legyen (G, -) félcsoport, xeG,neZ. Ekkor x" (x n-edik hatvanya) alatt n>0 esetén G azon elemét
értjik, amelyet 4gy kapunk, hogy az x elem n példanyat osszeszorozzuk; n=0 esetén az egységelemet (ha van),
n<0 esetén pedig x inverzének (ha van) |n|-edik hatvanyét (ez egyben 0" inverze). Kénnyen belathato, hogy

"=y x™ és x™=(x")". (Tehét x hatvanyai felcserélhetSek.)

Ha a mtivelet az 6sszeadas, akkor ezt inkabb n-x vagy nx jeloli, ekkor (n+m)x=nx+mx és (nm)x=n(mx).

1.3.9 Definicié: nulloszténak hivjuk egy gytrd azon elemeit, melyeket a gytrd valamely nem 0 elemével
szorozva 0-t kaphatunk. Egy gytrd nullosztémentes, ha csak a 0 nulloszto, azaz ha x,y#0 = x-y#0.
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1.3.10 Definici6: ferdetestnek neveziink egy olyan - legalabb kételemd - egységelemes (R,+,-) gydrtt,
amelyben a nullelem kivételével minden elemnek van inverze a szorzasra nézve. Minden ferde test
nullosztomentes, azaz a#0,ab=0 = b=0. Ugyanis a#0,ab=0 = Ja ' = b=1-b=(a""a)-b=a""(ab)=a"-0

1.3.11 Definici6: (K, +,-) (kommutativ) test, ha olyan ferde test, ahol a szorzds kommutativ, azaz:

(K1) +:KxK—K (K6) -:KxK—K

(K2) Vx,y,zeK: x+(y+z)=(x+y)+z (K7) Vx,y,zeK: x-(y-z)=(xy)z

(K3) Vx,yeK: x+y=y+x (K8) Vx,yeK: x-y=y-x

(K4) 30€K:VxeK: x+0=0+x=x (K9) 31eK:VxeK: x-1=1-x=x

(K5) VxeK:3(—x)eK: x+(—x)=(—x)+x=0 (K10) VxeK~{0}:3x 'eK: x-x '=x""x=1

(K11) Vx,y,zeK: x(y+z)=xy+xz, (x+y)z=xz+yz

1.3.12 Definici6: vegyiik egy K testben az n-x alaku szdmokat, ahol xeK~{0} rogzitett, n pedig végigfut az
egész szamokon. Ezek vagy mind kiilonbsz8ek, vagy nem. Ha valamely m<n egészekre mx=nx, akkor (n—m)x=0,
tehat van olyan legkisebb peZ”, amelyre p-x=0. (Kiilénben nincs, mert 0-x=0, tehat més n-re nx#0.) Legyen az
utobbi esetben K karakterisztikdja p, kiilonben 0. Jelolése char(K).

Allitas: char(K) joldefinialt. Ugyanis ha x,x' eK~{0}, akkor JaeK~{0}: x'=xa és
p-x=0 < (p-x)a=0 < p(xa)=0 < p-x'=0.

1.3.13 Allitas: ha K karakterisztikdja p#0, akkor p prim.

~

Bizonyitds: § p nem prim. Ekkor p=ab, ahol a,beZ' és a,b<0. Igy (1-a)-(1-b)=1-ab=1-p=0 a
disztributivitasbol. K nullosztomentessége miatt (1-a)=0 vagy (1-b)=0, de p vélasztasa miatt mindketts }.

Példak: a szokasos miiveletekkel a valds (R) és a raciondlis szdmok (Q), a mod p (p prim) maradékosztalyok

(E,

maradékosztalyok egységelemes kommutativ gydrdt (Z, vagy Z/(m)), a természetes szamok (N) pedig

) testet alkotnak. Az egész szamok (Z) egységelemes, kommutativ, nullosztomentes gydrtt, a mod m

kommutativ félgytrtt. Csoportot alkotnak példaul egy kor egybevagosagi transzformaciéi a kompoziciéra.

1.4 Komplex szamok

}. A muveleteket legyenek

Legyen i olyan, hogy i°=
,ugyanolyanok”, mint a felett (azaz pl. (a+b-i)(c+d-i)=ac+ad-i+bc-i+ bd-i*). Mivel ez nem valami preciz definicio,
tekintsiik inkabb a kovetkez6 konstrukciot:

1.4.1 Definici6: legyen C azon rendezett (a,b) péarok halmaza, ahol a,beR. Legyen C elemei f5lott
(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d), (a,b)-(c,d)=(ac—bd,ad+bc).

Konnyen lathato, hogy ekkor az (a,0) alaku parok éppugy viselkednek, mint a val6s szamok, azaz a valos
szamokkal izomorf (bar ezt még nem definialtuk) struktarat alkotnak az igy megadott mtveletekkel. Megtehetjiik
tehat, hogy (a,0)eC elemet az aeR szammal azonositjuk.

1.4.2 Definicio: jelolieia (0,1)eC elemet.

Ekkor (a,b)eC el6all (a,b)=(a,0)+(0,b)=(a, ) +(0,1)-(b,0)=a+b-i alakban, }. Vegyiik észre

tovébba, hogy i*=(0,1)°=(0-0~1-1,0-1+1-0)=—

1.4.3 Allitas: (C,+,-) test.

Bizonyitas: (K1), (K6) feltételek a mtiveletek definiciéja szerint teljestilnek. (K2), (K3), (K7), (K8), (K11) kénnyen
kiszamolhato a valdés szdmok mdveleti tulajdonsidgaibdl. Legyen z=a+b-icC tetszbleges. (K4), (K5),(K9) teljestil
0c=0+0-ieC, —z=(—a)+(-b)-ieR és 1¢=1+0-icC valasztassal. Ha z#0, akkor a’+b*=r*#0, igy Hz_lzﬁ—%-ieC
és ez kielégiti (K10)-et. Ezzel az 4llitast belattuk.

1.4.4 Definici6: z=a+bieC valés része Rez=a, képzetes része Imz=b, konjugdltia z=a—bi. Ekkor

Re(z,+2z))=Rez;+Rez,, Im(z;+2,)=Imz,tImz,, (z,+2))=2,%2%,, (z1°20)=21Z, és (z )=(2)".
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A val6s szamokat kivaléan tudtuk abrazolni a szamegyenesen. A valds szamokat egy kétdimenziés derékszogi
koordinata-rendszerben (sikon) abrézolhatjuk tgy, hogy az a+bi komplex szamnak az (a,b) pontot feletetjitk meg
(igy kapjuk a (Gauss-féle) komplex szamsikot). Ez egy kolcsonosen egyértelmt megfeleltetés lesz. Nézziik meg,
minek felelnek meg a mtiveletek a sikon.

Az bsszeadds a vektoridlis osszeadasnak felel meg, a konjugalas az x tengelyre val6 tiikrozésnek, az additiv
inverz (ellentett) hozzarendelése az origéra valo tiikrozésnek.

, 1.4.5 Definici6: z=a+bieC abszolutértéke |a+bi|=va’+b’=\zZ. Ez a sikon
il z ( o éppen a z-t reprezental6 vektor hossza (r) lesz.
i " Az 1 abszolutértékd szamok az origd kozepd egységkoron lesznek. Vegyiik
Qopisiny ezek koziil azt (z;), amelyik az x tengellyel ¢ szdget zar be. Ez z;=cos p+i-sin¢
z' alakba irhat6. Hasonléan tetszSleges z komplex szam felirhato
1 Rez z=r-(cos Y+i-siny) alakban, ahol r>0,0<yph<2n.

1.4.6 Definici6: a fenti felirast z trigonometrikus alakjdnak nevezziik. A y sz6g z argumentuma, jelolése Argz.

Megjegyzés: Argz és |z| egyértelmtek (ha z#0) és egyértelmtien meghatarozzak z-t, azaz két komplex szam
pontosan akkor egyezik meg, ha argumentumuk és abszolutértékiik megegyezik (vagy mindketts 0).

A trigonometrikus alak segitségével meg tudjuk mondani, minek felel meg a Gauss -féle szamsikon a szorzas:

212y=11(COS ¢ +1-5IN ;) 75(COS @, +1-5iN y) =71 75(COS (p;COS P, — SiN (p18IN Py +1+(5iN P;COS Py +COS @y5iN @) )=
=111y (COS(y + (o) +i-sin(py + )
Két komplex szamot tehat tugy kell Osszeszorozni, hogy az abszolatértékiiket Osszeszorozzuk, az
argumentumukat sszeadjuk (és esetleg levonunk bel6le 2n-t, hogy [0,2n)-be essen). Rogzitett z, komplex szamra

tehdt a z—z-z, transzformacié egy origo kozepd, |z,| aranyt, Argz, szogt forgatva nyuijtas.

Lathato, hogy z=r(cosp+i-sing)#0 inverze 2 '=1.(cos(—@)+i-sin(—¢)), tehat a (multiplikativ) inverz
hozzérendelése a sikon az egységsugard korre valé inverzié és a konjugdlas (tetsz6leges sorrendben vett)
kompoziciéja.

1.4.7 Megjegyzés: szorzés fenti képletébdl z"=(r(cos ¢+i-sin¢))'=r"(cos(ne—2kn)+i-sin(ne—2kn)).

1.4.8 Definici6: zy=ry(cos g,+i-singy)eC n-edik gyotkei azok a z=r-(cos¢+i-sinp) komplex szamok, melyekre

z"=z.

Keressiik meg ezeket. z;=0 esetén z=0, mert a komplex szdmok testet alkotnak és egy test nullosztomentes. Ha
z0#0, akkor

"= r="ry
2=z, < r"(cos(np—2kn)+isin(np—2kn))=r,(cos ,+i-sin ¢,) < "o g 0
0 ( ( @ ) ( ® )) 0( ®o (p()) n<p—2k7r=<p0 @E{%‘F%“)ﬁkﬁn—l}
ahol Vr, az r pozitiv val6s szam pozitiv valoés n-edik gyoke. Ez egyértelmd, p-nek pedig pontosan n lehetséges
értéke van, tehat zeC~{0}-nak pontosan n n-edik gyoke van. Ezek abszolutértéke azonos, argumentumaik pedig

2 _enként kovetik egymast, azaz egy origo kozept szabalyos n-szoget alkotnak a komplex szamsikon.

1.4.9 Definicié: n-edik egységgyoknek nevezzilk az 1 n-edik gyodkeit a komplex testben. Ezek
{{1}={cos %’H’-Sin%ﬂ 0<k<n-1}. (A jovében az &,=cos 2 +i-sin2 jelolést fogom hasznalni.)

1.4.10 Definicié: az n-edik egységgyok primitiv n-edik egységgyok, ha w egész kitevés hatvanyaiként az
Osszes n-edik egységgyok elsall.

1.4.11 Allitas: az w n-edik egységgyok pontosan akkor primitiv n-edik egységgyok, ha 1<k<n = W1,

1.4.12 Bizonyitas: <: ha w n-edik egységgyok, akkor nyilvan minden hatvanya is. Ha tehéat az els6 n
hatvanya kiilonb6z6, akkor pont az 6sszes n-edik egységgyok. Ha 1<k<n esetén w*#1, akkor az els6 n hatvany
koziil semelyik kett6 hanyadosa nem lehet 1, mert vagy a hanyados, vagy a reciproka «" alakd; tehat valoban
kilonbozek.
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= ha w n-edik egységgyok, akkor hatvanyai n szerint ciklikusak, tehat csak gy fedhetik le az 6sszes n-edik
egységgyokot, ha az els6 n hatvany paronként kiilonbozs. Az n-edik hatvany 1, azaz " nem lehet egy, ha 1<k<n.

1.4.13 Allitis: w=¢, pontosan akkor primitiv n-edik egységgyok, ha k és n relativ primek.

Bizonyitas: ha k és n relativ primek, akkor barmely 1<I<n-re kl=qn+r, ahol 0<r<n a maradékos osztas

alapjan és r#0, mert kI nem lehet n tobbszorose. w'=¢h=g!"""=

(ey)%e,=¢,. Viszont ¢,#1, mert ¢, primitiv n-edik
egységgyok, igy w'#1, w is primitiv n-edik egységgyok. Ha k és n nem relativ primek, akkor a legkisebb koz6s
tobbszorosiik kn-nél kisebb, azaz k-t egy 1<I<n szdmmal megszorozva megkaphatjuk. Ekkor klI=gn lesz, és a fenti

moédon w'=1, w valoban nem primitiv n-edik egységgyok.
1.4.14 Allitas: minden n-edik egységgyck m-edik primitiv egységgysk valamely m-re.

Bizonyitas: teljes indukci6 n-re. n=1-re igaz. Ezutan ha egy n-edik egységgyok nem primitiv, akkor valamely
k<n-re k-adik hatvénya 1, azaz k-adik egységgyok, és az indukcios feltevés szerint m-edik primitiv egységgyok.
Konnyd belatni, hogy m a legkisebb [ egész, amelyre az [-edik hatvany 1.

1.5 Kvaterniok

Legyen i’=j’=k’=-1, ij=k, jk=i, ki=j. Ugy prébaljuk megadni a mdveleteket, hogy a
H={a+bi+cj+dk

a,b,c,deR} halmaz minél ,jobb” struktira legyen.

1.5.1 Definicié: a fenti H halmaz elemeit kvaterniéknak hivjuk (és mindjart definialjuk kozottik a
miveleteket).

Az bsszeadas legyen tagonkénti tsszeadas, ekkor dsszeaddsra ugyaniagy kommutativ csoport lesz, mint a valés
szamok.

Azt is szeretnénk, ha pl. (byi)-(byi)=b,byi*=—byb,, (cj)-(dk)=cd-jk=cd"i lenne, azaz egy szorzat egy tényezGjét egy
valés szammal szorozva a szorzat értéke is ezzel a valds szdmmal szorzédjon. A valds szdmok tehat legyenek
mindennel felcserélhetSek. EbbSl mar kovetkezik, hogy az 1 valés szadm lesz a szorzas egységeleme.

A szorzas disztributivitasidhoz az 6sszeadasra nézve ragaszkodunk. Ez azt jelenti, hogy
(a+bi+cj+dk)(A+Bi+Cj+Dk)=aA—bB—cC—dD+(aB+Ab)i+(aC+Ac)j+(aD+Ad)k+bC-ij+cD-jk+dB-ki+cB-ji+dC-kj+aD-ik

lesz. Hogy ezt (a'+b'i+c'j+d'k) alakra tudjuk hozni, mar csak a ji, ik, kj szorzatokat kell megadnunk. Vegyiik
észre, hogy ji=—j-(-1)-i=—j-k*i=—jk-ki=—ij=—k. Hasonléan kj=—jk=—i, ik=—ki=—j. A szorzas tehat nem lesz
kommutativ. Viszont lesz a szorzdsra inverz, mégpedig az aldbbi: legyen a=a+bi+cj+dk konjugaltja
&=a—bi—cj—dk. Konnyen lathato, hogy a@=a’+b>+c*+d°=r", ami egy nemnegativ valos szam és csak akkor 0, ha
a=0 (r-t hivjuk a abszoltutértékének). Ha tehat a#0, akkor o-=1.

1.5.2 Allitas: H ferde test (ezt lattuk be az imént).

Megjegyzés: a tisztan képzetes kvaterniokhoz a haromdimenziés tér vektorait megfeleltetve két elem
szorzatdnak valds része a skalarszorzat ellentettje, képzetes része a vektoridlis szorzat lesz.

1.6 Polinomok

1.6.1 Definicié: legyen R (lehetSleg egységelemes) gytrd. Nevezziik az x valtozé R feletti polinomjanak a
p(x)zanx”+an,1x”_l+...+a1x+a0 alaka formadlis kifejezéseket, ahol az a; szamok - melyeket egyiitthatéknak
neveziink - R elemei. Egy véltozo R feletti polinomjainak halmaza az R feletti polinomgytrd, jelolése R[x]. Két
polinomot akkor tekintiink azonosnak, ha formalisan azonosak, azaz osszes egyiitthatéjuk azonos. (A ki nem irt
egyttthatokat nullanak tekintjiik.)

1.6.2 Definicio: egy p(x)eR[x] polinom behelyettesitési értéke R egy r elemére - jelolése p(r) - az az R-beli
elem, melyet akkor kapunk, ha p(x)-ben r-t irunk az x szimboélumok helyére, és a szamolasokat elvégezziik. p
polinom gyokei R azon elemei, melyek behelyettesitési értéke R nulleleme.
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Az Ssszeadas két polinom kozott legyen a tagonkénti 6sszeadas, azaz p(x)=Yj_omx" és glx)=Y- bx" osszege
+g)(x =Zm:x("’m)(a +b )xk a hianyzo6 egyiitthatok helyére irjunk nulldkat). Nullelem az azonosan 0 polinom
(p+q)x)=2% kT Ok yz0 egy yere 1irj p

(amelynek minden egytitthatdja 0).

1.6.3 Definicié: p polinom foka az a legnagyobb k egész, amelyre a k-adfoku tag egyiitthatéja nem 0. Ezt az
egyiitthatot féegyiitthatonak nevezziik. A 0 polinom foka —oo (esetleg nincs is foka). Jelolése deg(p) vagy grlp) . A
nulladfok polinomokat és az azonosan 0 polinomot egytitt konstans polinomoknak hivjuk.

1.6.4 Allitas: (1) nyilvan deg(p+q)=max(deg(p),deg(q)) ha deg(p)#deg(q). Azonos fokd polinomok 6sszegének
foka az els6 olyan k egész, amelyre a k-adik tag egytitthatdja a két polinomban nem egymas additiv inverze
(ellentettje) - ez legfeljebb az eredeti polinomok foka, azaz (2) deg(p+g)<max(deg(p), deg(q)) mindig teljestil.

Az 6sszeadas kommutativitasa és a disztributivitds miatt az 6sszegbe behelyettesitve R egy r elemét ugyanazt
kapjuk, mintha a két 6szeadanddba helyettesitettiink volna be és az eredményeket adtuk volna 6ssze:

palr)+palr)= z”k”k+ Zbk”kz Z(“k’”k“L bk’”k) = (a+ bk)rk= (prtpallr).

A szorzés legyen a kovetkezs: p,qeR[x]esetén p-g t-edfoku egyiitthatoja legyen azon egyiitthatoparok
szorzatainak Osszege, ahol a hozzajuk tartoz6 x-es tagok kitevSinek Osszege t  Formalisan:
(Xl oan) (Tpobx) =31 (Zikesaiby)-x'. Ha R egységelemes, akkor a konstans 1 polinom egységeleme R[x]-nek.

Ha a gytrd nullosztomentes és a tényezdk egyike sem a 0 polinom volt, akkor a kapott polinom foka a két
tényez6 fokanak Osszege, fGegytitthatdja a fSegytitthatok szorzata lesz. (Nagyobb fokt nem nulla egytitthato
nyilvdn nem lehet, ez a tag pedig valoban a két féegytitthatd szorzata lesz. Ez nem lesz 0, ha a gytrd
nullosztomentes.) Ekkor tehat R[x] is nullosztomentes. Ha R-ben a,b#0 és ab=0, akkor R[x]-ben a konstans a és a
konstans b nem (azonosan) 0 polinomok szorzata a(z azonosan) 0 polinom, tehat R[x] sem nullosztomentes.

Ha R kommutativ gytird, akkor az R feletti mtiveleti szabalyokbdl kiszamolhat6, hogy a szorzas is felcserélhetd
a behelyettesitéssel. (Az is elég, hogy az egyiitthatok - vagy a behelyettesitend6 érték - (R,:) centrumdban
legyenek.)

1.6.5 Allitas: (R[x],+,-) gytrd és ha R egységelemes, kommutativ ill. nullosztémentes, akkor R[x] is az. (Ezt
részben belattuk, a tobbi egyszertien levezethet$ az R feletti mtveleti szabalyokbdl.)

Ha R nullosztémentes, akkor a legaldbb elséfokti polinomokat barmilyen nem 0 polinommal megszorozva
legalabb elséfokt polinomot kapunk, nem a konstans 1 polinomot, azaz szorzasra nem lesz inverze. Igy osztani
altaldban nem lehet, ill. ferdetest felett oszthatunk a nulladfoka polinomokkal. (Az azonosan 0 és a nulladfoka
polinomok R elemeinek felelnek meg.)

Foglalkozzunk most egy K test feletti polinomgytrtivel.
1.6.6 Definicié: K test algebrailag zart, ha minden legalabb elséfokt K feletti polinomnak van gyoke K-ban.

Ezt valéban csak testre érdemes definidlni, mert ha az R gydrd nem kommutativ, akkor nem szerettink
behelyettesiteni, ha pedig nem ferde test, akkor (ax—b)-nek nem minden a,b pérosra van gyoke.

1.6.7 Tétel: C algebrailag zart. (Ezt majd egyszer bebizonyitjuk.)

1.6.8 Allitas: minden K[x]-beli ¢g#0,f polinomokra 3q,reK[x]: f=q-g+r (degr<degg vagy r=0), azaz K[x]-ben
van maradékos osztas.

1.6.9 Bizonyitas: deg(f)<deg(g) esetén g=0,r=f megfelel6. Ha deg(f)>deg(g), akkor legyen f fGegyiitthatdja a, g
féegyiitthatoja pedig b=0. Igy g=2-x“"*8cK[x]. Az r=(f-g,-g) polinom deg(f) foku egyiitthatsja a—4b=0
lesz, azaz r, legaldbb eggyel alacsonyabb foku lesz f-nél. Ha még mindig legalabb olyan fokd, mint g, akkor r;-hez
is talalhatunk olyan ¢, polinomot, melyre r,=(r;—g,"g) alacsonyabb foku. Ezt folytassuk addig, amig végiil
deg(r,)<deg(g) lesz. EKkor f—g19—q.8—...—qig=Tx- g-t a g;-k Osszegének valasztva r=r, lesz, aminek val6ban
alacsonyabb a foka g fokanal. Rdad4sul pontosan egy ilyen g lehet, mert ha lenne két kiilonbozs, akkor azok
kiilonbsége legaldbb nulladfoku lenne. r—r'=(f-g-g)—(f—q"-g)=(9'—q)-g foka kevesebb, mint deg(g), mert r és 7'
foka alacsonyabb g fokénal. Masrészt ez g és egy legalabb nulladfoku polinom szorzata, tehét legalabb deg(g) fokua,
ami ellentmondés. Csak egy hanyadospolinom lehet j6, igy a maradék is egyértelmd.
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1.6.10 Definicié: ha f-et elosztva g-vel a maradék 0, azaz f=q-g, akkor g osztja f-et, jelolése g|f. Van tehat
oszthatosag, maradékos osztés, ebbdl euklideszi algoritmus, legnagyobb kozos osztd, legkisebb k6zos tobbszoros.

1.6.11 Allitas: p-nek pontosan akkor gyoke a, ha (x—a)|p.
Bizonyitas IL.: f(x)=f(x)—f(0()=z,'::oak(xk— =31, (a(x— or)-Zf;gxiak’i’IF (x—a)-2¥(...).

Bizonyitas L.: osszuk el maradékosan: p(x)=g(x)-(x—a)+r(x), ahol r vagy nulladfokd, vagy nulla, tehat konstans.
Behelyettesitve o-t: 0=f(at)=¢g(x):(a— a)+r=r, azaz r=0 kell legyen.

Ha o gyoke egy p polinomnak, akkor (x—a)-t p gyoktényezgjének hivjuk. Az el6zéek alapjan ekkor
flx)=filx)-(x—a). Legyen B egy a-tol kiilonb6zs gyoke: 0=f(B)=f(B)-(B—«). Mivel a test nullosztomentes és
(B—a)#0, f£i(B)=0 Kkell legyen. Eszerint egy polinombdl egy gyoktényezdjét kiemelve a tobbi gysk megmarad
(gyoke lesz a hanyadosnak) és a tobbi gyoktényezé is sorra kiemelhetd. Tehat

1.6.12 Tétel: egy test feletti n-edfokd polinomnak legfeljebb n gyoke, mert ha m gyoke van, akkor az m
gyoktényez6 szorzata - egy m-edfokd polinom - osztja, tehat legalabb m-edfoku.

Ez gytirtiben mér nem feltétleniil igaz, mert példéul a Zs kommutativ gytrtben az x*~1 polinomnak gyoke az
1,2,3,7 maradékosztalyok mindegyike. S6t, a H ferde testben az x°+1 polinomnak végtelen sok gyske van.

Legyen p egy K test feletti n-edfokti polinom, amelynek #n gyoke van. Emeljtik ki sorra a gyoktényezgit. Ekkor
plx)=a,(x—aq)(x— o) ... (x—a,) . Ezt hivjuk p gyoktényezss alakjanak. Mivel két polinom pontosan akkor azonos, ha
formalisan azonos, a szorzatot kifejtve p egyiitthat6it kell kapjuk. Eszerint

1.6.13 Tétel: a fenti feltételek mellett an_k=(—1)kan-Zlgi(l)q(zk_"q(mgn(H;‘:l o). (Példaul a,_ 1=(-a,) (X,
Ay 1=, (X<icjen i), ao=(—1)"a, Tl2; ;. Bz a gyokok és egyiitthatok kozti osszefiggés. Szoktak Viete-formulak
néven is emlegetni.

Ha K=C és p(x)=x"-1, akkor {o;|1<i<n}={g)|1<i<n}. Ekkor a gyokok és egyiitthatok kozti Ssszefiiggés
szerint az n-edik egységgyokok szorzata (—1)"", k tagt szorzataik dsszege 1<k<n esetén 0.

1.7 Tobbszoros gyok, polinom derivaltja

1.7.1 Definici6: peK[x]-nek aeK legalabb k-szoros gyoke, ha (x—u)k osztja p-t. (Pontosan) k-szoros gyoke, ha
legalabb k-szoros gyoke, de nem legalabb k+1-szeres gyoke.

1.7.2 Definicio: p=Y;_oax"cK[x] polinom derivaltja p'=¥}_; (k-a)x*". Masodik derivélt a derivélt derivaltja,
stb.

Osszeg derivaltja nyilvan a derivaltak 6sszege.
1.7.3 Allitas: Vp,qeK[x]: (pq)'=p'q+qp .

Bizonyitas: legyen p=3;_a.x", g=%_ bx". Ekkor pg-ban x" egyiitthatéja ¥ ab_,. x'" egyiitthatéja (pq)'-ben
k-%  ab,. Ugyanez p'q-ban ¥  t-ab,_,, q'p-ben X  a,(k—t)b,_,. Ezeket 6sszeadva épp a bizonyitand6 allitast
kapjuk.

1.7.4 Allitas: « tobbszoross (legalabb kétszeres) gyoke p-nek <> gyoke p-nek és a derivaltjanak is.

Bizonyitas: =: p'(x)=((x—o)*q(x))'=(x— )¢ (x)+2(x—a)glx)=(x—a)-...)
<: ha (x—a) osztja p-t, de csak egyszeres gyok, akkor p(x)=(x—oa)g(x), ahol g-nak mér nem gyoke o. Ekkor
p'(x)=(x—a)q'(x)+q(x), tehat (x— o) nem osztja p'-t.

1.7.5 Tétel: ha K algebrailag zart és peK[x] n-edfoku, akkor p-nek pontosan n gyoke van (multiplicitassal
szamolva, azaz ha egy k-szoros gyokot k gyoknek tekinttink).

Bizonyitas: emeljink ki addig gyoktényezéket, amig tudunk. Igy p-t (a féegyiitthatotol eltekintve)
gyoktényezdk szorzatara bontjuk, mert ha maradna legalabb masodfoka tényezd, annak még lenne gyoke K
valasztasa miatt, igy ki lehetne emelni még egy gyoktényez6t. A szorzatpolinom fokszdmara vonatkozé allitas
szerint p pontosan n gyoktényezd (és egy f6egytitthat6) szorzata, amibdl a tétel allitasa kdvetkezik.
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1.8 Permutaciok

1.8.1 Definicié: permutacionak egy (véges) halmaz onmagara (,-ra”: minden elem elGall, mint kép) valo
egy-egyértelmd leképezését nevezziik. (Mi csak a véges alaphalmazok esetével foglalkozunk.) Azt a permutaciot,
ami (xy,Xp,%3,...,%,)-hez (x;q), Xj0), Xi3), .., Xii) -t rendeli, (xf[ll] i 5 )) -el jeloljik. Ha az o:H,—H;,:H,—H,
permutaciokra létezik olyan f:H;—H, kolcsonosen egyértelmi megfeleltetés, amelyre VxeH;: flalx))=p(f(x)),
azaz o ugyanugy viselkedik H;-ben, mint 8 H,-ben, akkor a két permutdciét azonosnak tekintjiik. Elég tehat az

(1,2,3,...,n) halmaz permutacioit vizsgélni.

1.8.2 Definici6é: az S, n-edfokti szimmetrikus csoport az n elemd permutaciék csoportjia a
figgvénykompoziciora. Be kell persze latnunk, hogy valéban csoportot alkotnak.

Legyen H={1,...,n}. A H feletti o:i—>ia, B:i—if permuticidkra a kompozici6juk af:i—>(ia)f is nyilvan
permutacid, hiszen bijekciok kompozicidja is bijekcié. Az asszociativitds is teljestil, mert leképezések kozott a
kompozicié mindig asszociativ mdvelet.

Egységelem az identikus permutaci6é (minden elem képe 6nmaga). Egy o permutacié inverze a fenti jelolésekkel

712((11)0((22)&:( ) 12345,,,), (12345

o ”na). fgy S, valéban csoport. Ha n>3, akkor (21345___ 23145::) nem cserélhetSek fel, tehat a

muvelet nem kommutativ; ha ne{l,2}, akkor igen.

Tekintstink most egy a permutaciét. Vegytink az alaphalmazban egy a; elemet, aztdn annak a képét (a,), majd
annak a képét (a3) és ezt folytassuk mindaddig, amig nem jutunk olyan elemhez, ami mar szerepelt. Ez nem lehet
egy kozbiils6é elem, mert minden elem pontosan egy elemnek a képe, és az egynél nagyobb indexd elemek a

megel6z6 indexd elemek képei, nem egy kés6bbinek. Tehdt olyan elemeket kapunk, melyekre
B A=0y, Ay A=0s, ..., 0 a=dy, Ga=d, . Bzt ciklusnak hivjuk és (a,a,a5...a;)-val jeloljiik.

Nyilvdn minden o permutacié el6all diszjunkt ciklusok szorzataként; sét, az elGallitas lényegében egyértelm.
(A sorrendtsl (diszjunkt permutaciok felcserélhetSek), az egyelemd ciklusoktdl és egyazon ciklus kiilonbozé
felirasaitdl eltekintve egyértelmd.) Ezt a felirast hivjuk « ciklikus alakjanak.

A kételemd ciklusokat transzpoziciénak nevezziik.

1.8.3 Allitas: minden permutéci6 felirhaté transzpoziciok szorzataként.

Bizonyitas: elég ciklusokra belatni, marpedig (123...k)=(12)(13)(14)...(1k).

1.8.4 Allitas: ha o el6all [, és I, szamu transzpozicié szorzataként is, akkor [; és I, paritdsa azonos.

Bizonyitas: legyen f=I1;.;.;<,(x—x;) n véltozos polinom és minden o permutaciora f,=ITi<;cj<, (X~ Xio). Ez
barmely permutécic’)ra fvagy —f lesz. Nevezzik a-t paros permutéacionak, ha f,=f, és paratlannak, ha f,=—f.
Legyen s,=<*. (Ez paros permutéciéra 1, paratlanra —1.) s; nem valtozik attél, hogy fben néhany valtozot
megcserelunk azaz példaul f,-t csindlunk f-bol. Eszerint f,;=s5'f, = s,5=5,'55, ami azt jelenti, hogy két paratlan
vagy két paros permutdcié szorzata paros, egy paros és egy paratlan vagy egy paratlan és egy paros szorzata pedig
paratlan. Nézziik meg, hogy egy tetsz6leges a=(rs) : r<s transzpozicio paros vagy paratlan. Az olyan (x;—x;)
tényezdk, ahol i,k egyike sem r vagy s, nem valtoznak. Ugyanigy nem véltoznak azok, ahol k az r, s szamok
valamelyike és i<r,s. (Ekkor f-ben (x,—x;) és (x,—x;), fo-ban (x,,—x;)=(x,—x;) és (x,,—x;)=(x,—x;) szerepel.) Ugyanez
a helyzet, ha ie{r,s} és k>r,s. Ha i,k egyike r és s kozott van, a masik pedig r vagy s, akkor az (x,—x;) tényezd
elgjele konnyen ellendrizhetéen megfordul. Ilyenbdl esetbdl 2-(s—r—1) van, dsszesitve tehat paros sok elgjelvaltast
okoznak, ami nem szdmit. Az (x,—x,) tényezd helyére (x,,—x,,)=—(x,~x,) keriil, azaz f,=—f lesz = minden
transzpozicié paratlan. Igy a paros permutdciok csak péaros, a paratlanok csak paratlan sok transzpozici6
szorzataként allithatéak el6. Ezzel az 4llitast belattuk.

1.8.5 Definicié: egy o n elemt permutaci6 inverziészama azon parok szama egy n elemd halmazban, melyek
megfordulnak, ha o-t alkalmazzuk. Ennek paritasa is megadja, hogy egy permutacié péaros vagy paratlan. (Pont
azok a parok fordulnak meg, amelyekre (x,—x;) mas elGjellel szerepel f~ben, mint f,-ban.) Jelolése sgn(o).

1.8.6 Definici6: az n elemd paros permutdcidk csoportjat A, -el jeloljik és n-edfoka alternalé csoportnak
nevezziik. Ez val6ban csoport, hiszen az identikus permutacié paros, paros permutaciék szorzata, igy inverze is
péros, az asszociativitast pedig 6rokli S,-bél.
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Vegytnk egy n elemd paratlan permutaciét. Végigszorozva minden n elemd paratlan permutaciéval paronként
kiilonb6z6 n elemd paros permutacidkat kapunk. Megszorozva minden péros # elemd permutaciéval paronként
kiilonb6z6 n elemd paratlan permutéaciokat kapunk. Eszerint legalabb és legfeljebb ugyanannyi paros permutacié
van, mint paratlan, tehat ugyanannyi.

1.9 Matrixok

1.9.1 Definici6: legyen R gytird. Legyen ekkor R™" az R feletti 1 soros és k oszlopos matrixok halmaza, azaz az
olyan g; ; elemekbdl all6 tablazatok halmaza, ahol 1<i<n,1<j<k,q; €R. Egy AeR™
az az A eR™ matrix, melyet tgy kapunk, hogy A-t tiikrozziik a f6atlojara. (F6atlé alatt az a;; alakt elemek

matrix transzponaltja legyen

egyenesét értjiitk akkor is, ha ez torténetesen nem atl6ja a matrix tdblazatanak.)

Legyen két azonos dimenziéja matrix Osszege az a matrix, amit akkor kapunk, ha a két matrix elemeit
pozicionként 6sszeadjuk. Ez az 6sszeadas rendelkezik az R feletti 6sszeadés tulajdonsagaival, tehat R™ erre az
Osszeaddsra kommutativ vagy mas néven Abel-csoportot alkot. Az additiv egység a csupa 0 matrix.

A és B miatrixok szorzatat akkor definidljuk, ha A sorai és B oszlopai szdma azonos, azaz AeR™",BeR™*.
Legyen az AB szorzat az az nxk-as matrix, melynek i-edik soranak j-edik eleme A i-edik sordnak és B j-edik
oszlopanak skalarszorzata (a sor e-edik elemét megszorozzuk az oszlop e-edik elemével minden 1<e<m-re és a
szorzatokat osszeadjuk), azaz (ab);=3.1,a;'b,;.

A disztributivitas (A:(B+C)=A-B+A-C és (A+B)-C=A-C+B-C) egyszerden kovetkezik az R feletti
disztributivitasbo6l. A szorzas asszociativitasat egyel6re higgyiik el. (Bar ki tudnank szdmolni, csak hosszt lenne).
Kommutativ tobb okbodl sem lesz. Egyrészt A-B létezésébdl nem kovetkezik B-A 1étezése, masrészt ha létezik is,

akkor sem feltétlentil ugyanakkora, harmadrészt ha A és B egyarant nxrn-es matrixok, még akkor is csak egészen
kivételes esetben felcserélhetdek.

Megjegyzés: (A-B)'=B"-A’, amennyiben ezek értelmesek.
1.9.2 Definicio: AeR"™" nyoma tr(A)=3;_,ay, a féatlobeli elemek 6sszege. Nyilvan tr(A+B)=tr(A)+tr(B).
Jelolés: R""-re inkdbb az M,(R) jelolést hasznaljuk.

Tekintsiik M, (K)-t valamely K kommutativ test esetében. Ebben van egységelem a szorzasra, mégpedig az az I

matrix, melynek f6atl6jaban minden elem 1, minden més pedig 0. Ezek szerint gytrd. Kérdés, hogy van -e inverz,
illetve mikor van inverz.

Ehhez definidljuk egy AeR™" matrix determinansat, amennyiben R kommutativ.
1.9.3 Definici6: det(A)=%,.s (- 1)%¥". T 18 ik

Ez azt jelenti, hogy minden lehetséges médon kivalasztunk 7 elemet a matrixbél tigy, hogy minden sorbdl és
minden oszlopbdl pontosan egy szerepeljen, a kivalasztott elemeket 6sszeszorozzuk, és a szorzatokat elGjelezve
Osszeadjuk. Az elgjel pozitiv, ha a kivélasztashoz tartozé permuticié péaros és negativ, ha pératlan. (A
kivélasztashoz tartozé permutacié az, ami a sorok felsorolasdhoz hozzarendeli a bel6liik kivélasztott elemek
oszlopainak felsorolasat. Példaul egy 4x4-es matrix esetén az a3, a4, 43,44 kivélasztdshoz tartoz6é permutacio
ii2))

Ugyanezen métrix permanense per(A)=%,.s [Ti-1a -

1.9.4 Allitas: VAeM,(R): per(A)=per(A’), det(A)=det(A").

Az els6 egyenlGség gy nyilvanvalo, ahogy van, a masodik pedig abbdl kovetkezik, hogy egy permutaci6 és az
inverze pontosan ugyanakkor paros, tehat a megfelel§ szorzatok ugyanolyan elGjellel szerepelnek mindkét oldalon.
Képlettel:

det(A):znesn(_l)ng -1 8 =2 es,, (= )ng Tl ag, =2 les, (- )qgw Tliiay 1 =det(AT).

A kovetkez6 allitdsoknal a det(A) definicijaban szereplS, n permutaciohoz tartozé [T, a; .y szorzatot P,(A),
(-1t s,
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Megjegyzés: mivel a transzponéldstél a determindns értéke nem valtozik, a most kovetkezé allitasok sorok
helyett oszlopokra is fennallnak.

1.9.5 Allitas: legyen AeM,(K). Ekkor az alabbiak teljesiilnek:
(D1) ha A valamelyik sora 0, akkor det(A)=0. (Minden - det(A) definici6jdban szerepld - szorzat 0.)

(D2) ha A egy sorat megszorozzuk egy ceK szammal, akkor a determindns értéke c-szeresére valtozik.
(Minden szorzat c-szeresére valtozik.)

(D3) ha A i—edik és j—edik sorat megeseréljiik (i#j), akkor determinansa az ellentettjére valtozik.

Bizonyitds: jelolje a kapott matrixot A'. det(A) és det(A’) definiciéjdban ugyanazok a szorzatok szerepelnek, de
a megfelel6 kivalasztashoz tartozé permutdciok kiilonboznek; ha A-ndl valamely szorzat a n kivalasztashoz
tartozik, akkor A'-nél a o=(ij)-m permutaciéhoz. Az (ij) transzpozicié paratlan permutécio, igy (—1)%""=—(-1)%"",
Ebbdl

det(A’)zzaeSn SGPO'(A’)zz(ij)'ﬂesnS(Ij)'ﬂpﬂ(A):ZﬂESn _ST[PT[(A): _det(A)
(D4) ha A-ban az i-edik sor a j-edik sor c-szerese (i#j), akkor det(A)=0.

Bizonyitds: pérositsuk Ossze a kivalasztasokat tgy, hogy egy parba olyanok keriilnek, melyek csak abban
kiilonboznek, hogy e két sorbdl mit valasztottunk ki (azaz hogy a megfelel$ két oszlop koziil melyik melyik sorhoz
tartozik). Legyen a megfelel6 két permutaci6 = és o=(ij)-n. Ekkor a; ,=c-a;,, olj)=nli), oli)=nl(j) és k=i,j esetén
olk)=nlk), igy

Pa(A)=HZ:1ﬂk,o(k)=ai,om'ﬂf,a(j)'Hk¢f,jﬂk,a(k)=ﬂf,n(j)'C'ﬂf,n(f)‘(H---)=aj,n(j)‘ﬂf,n(i)'(n--~)=Pn(A)

Tehat egy par két eleméhez ugyanaz a szorzat tartozik. Az elGjelet meghatdrozé s, és s, pedig egymas

ellentettjei, hiszen az (ij) transzpozici6 paratlan permutacié. Igy a parositott tagok kiejtik egymast:

det(A):zﬂeA” Sr('Pn(A)J'_ZneA,, Sﬂ‘(l’]"]'Pﬂ'(i]’)(A):ZT(EAul'PIT(A)JrZITEAn (_1)Pn(A):0

Ha R test és karakterisztikdja nem 2, akkor ez egyszertibben is kijon: (D3) felhasznélasédval det(A)=-det(A),
amibdl ez esetben kovetkezik det(A)=0.

(D5) ha A’ és A" matrixok csak az i-edik sorukban kiilénbdznek, tovabba A az a matrix, melyben az i-edik sor
e két sor 0sszege, a tobbi sor pedig megegyezik A’ soraival, akkor det(A)=det(A’)+det(A”).

Bizonyitds: nyilvanval6, de azért kiszamolom. A disztributivitasbol:
PAA)=TTiy @y =] i+ a7 i) Ui @ g =T Ti=1 8 g+ Ti=1 85, g =Pl A')+ Po(A”)
det(A)=35, PoA) =35, [P A)+ P A")]= 25, P A')+ 2y, P A”) = det( A') + det(A”)
(D6) ha A i-edik sorahoz hozzédadjuk a j-ediket, determinansa valtozatlan.

Bizonyitis: az 1j determindns (D5) alapjan felirhaté az eredeti matrix és azon maétrix determindnsanak
Osszegeként, melyet tigy kapunk, hogy az i-edik sor helyére a j-ediket irjuk. Ez utébbi determinans (D4) alapjan 0.

(D7) ha egy matrix egy sorahoz hozz4adjuk a tobbi sorok konstansszorosainak dsszegét (linedris kombinaciéjat,
ld. késébb), akkor a determinans értéke nem valtozik. (Alkalmazzuk (D2)-t és (D6)-ot.) Specidlisan, ha valamely
sora el6all a tobbi sor linedris kombinacidjaként, akkor a determinans 0. (Vonjuk ki a linedris kombinaciét; a
determindns nem véltozik és lesz egy csupa 0 sor.)

1.9.6 Allitas: legyen AcM,(K). Jelslje D; j azon A, ; matrix determinansét, melyet agy kapunk, hogy A i-edik
sorat és j-edik oszlopét elhagyjuk. Ekkor det(A)=%;(—1) 'a,Dy;.

Bizonyitas: ha beirjuk mindenhovéa a determinéns definicidjat, azt kapjuk, hogy ugyanazok a tagok szerepelnek
mindkét oldalon, csak az elgjelre kell vigydzni. Az inverzidészamok vizsgalataval belathatd, hogy az elGjelek
helyesen vannak.

1.9.7 Definici6: legyen AeM,(K). Ekkor az i-edik sor j-edik eleméhez tartozé elGjeles aldetermindns
A;=(-1)"D;.
ij ij
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1.9.8 Kifejtési tétel: tetszoleges i,je{l...n}-re det(A)=3;_;a3A;=3)-1aAy. Ezt nevezziik det(A) i-edik sor ill.
oszlop szerinti kifejtésének.

Bizonyitas: az els6 fele megkaphat6 1.9.6-bdl tgy, hogy az i-edik sort kicseréljiik az el6zével, majd ezt addig
ismételgetjiik, amig az elsd sorig nem jutunk. A mésodik fele az elsé felének transzponéltja.

1.9.9 Ferde kifejtés tétele: ik = >_;a;A;=0 és hasonldan X" a;A;=0.

Bizonyitas: ez annak a matrixnak a k-adik sor (oszlop) szerinti kifejtése, amely majdnem A, csak a k-adik sor
(oszlop) helyére is az i-ediket irtuk. Ez a determinéns viszont (D4) szerint 0.

1.9.10 Tétel: det(AB)=det(A)-det(B).

Bizonyitas: vegyiik azt a 2nx2n-es matrixot, melynek bal fels6 negyedébe A-t, jobb als6 negyedébe B-t, jobb
fels6 negyedébe csupa 0-t, bal alsé negyedébe akarmit irunk. Ennek a determindnsdban csak azok a tagok lehetnek
0-t6l kiilonbozbek, melyek csak A-bol és B-bdl szarmazoé tagokat tartalmaznak. Eszerint ezen matrix determindnsa
det(A)-det(B). Trjuk a bal als6 sarokba I ellentettjét. Ezek utan adjuk hozza a maétrix jobb felébe esé oszlopokhoz az
elsé n oszlopot olyan konstanssal megszorozva, hogy a jobb alsé sarokban végiil csupa 0 legyen. (Azaz az n+j-edik
oszlopbdl az i-edik oszlop b;-szeresét.) Szerencsénk van, a jobb fels6 sarokban éppen AB jelenik meg. (Egyszerd,
de most nem szamolom ki.-) Lathato, hogy a kapott matrix determinansa det(AB) lesz, és a determinans értéke
végig valtozatlan maradt (D7) szerint. Ezzel az allitast belattuk.

1.9.11 Kovetkezmény: legyen R kommutativ, AeM,(R) és tegyiik fel, hogy det(A)-nak nincs inverze R-ben
(példaul det(A)=0). Ekkor akkor A-nak sincs, hiszen 1 A", ekkor 1=det(I)=det(A-A"')=det(A)-det(A™"), §.

1.9.12 Inverz matrix elGallitasa: legyen R egységelemes, kommutativ gytrd, AeM,(R) egy invertalhato
determindnst matrix, determinansat jellje A.

Legyen az A" matrix i-edik sordnak k-adik eleme A;. Ekkor A~%‘ m-edik soranak [-edik eleme
Y1 um,{‘(%‘azl)=%'22:1 A, Ay, ami m=[ esetén %-A=1, kiilonben 0 a sor szerinti kifejtési tétel ill. ferde kifejtési tétel
szerint. Tehat ez a matrix I. Az oszlop szerinti kifejtések alapjan ugyanigy %‘-Azl. Tehat %‘ZA_l.

1.9.13 Allitas: legyenek ay,a,,...,a,-1,a, K killonbozé elemei. Legyen az A matrixban uij=u{’1. (Ez egy un.

Vandermonde-determinans.) Ekkor det(A)=IT.;;<,(a—a;).

Bizonyitas: teljes indukcié n-re. Vonjuk le az els6 sort az dsszes tobbibdl. Az elsé oszlopban minden 0 lesz,
kivéve a;;=1. A kapott determindns értéke az els6 oszlop szerint kifejtve Aj;, elég tehat az utolsé (n—1) sor és
oszlop alkotta aldeterminanst vizsgalnunk. Ebben az i-edik sor j-edik eleme
al—ai=(a—ay) @) +al a4 Amali+alll). Osszunk le 1<i<(n-1)-re az i-edik sort (a;,—a;)-el. Ezzel a
determinans értékét [1L,(a,—a,)-el osztottuk. A kapott B matrixban b,./:(a{’1+a{’2ui+1+...+a{;11 ). (Az i-edik elem az
els6 oszlopban 1, a masodikban a,+4;,,, a harmadikban af +a1ai+1+a,?;1, stb.) Vonjuk ki az els6 oszlop a,-szeresét az
Osszes tobbi oszlopbdl, majd a kapott matrix masodik oszlopdnak a;-szeresét a kés6bbi oszlopokbdl, stb., végiil az
utolséel6tti oszlop a;-szeresét az utolsobdl. Ezt végigesinalva lathatd, hogy b,«jza{:ll lesz. Ezen determindns értéke
az indukci6s feltevés szerint Hzgi<jgn(uj—ai). A determinans csak a leosztasndl valtozott - Id. (D7) -, azaz

det(A)= (H?=2(ai—a1))'(l_[2§i<j£n (aj—ai))=H1g1<jgn (a;—a;). Ezzel az allitast belattuk.

1.9.14 Allitas: legyen az A matrixban a féatlon minden elem a4, a tobbi elem mind b. Ekkor
det(A)=(a—b)" Ya+bn-1)).

Bizonyitas: vonjuk ki elsé oszlopdb6l a masodikat, majd a masodikbdél a harmadikat, stb., végil az
utolséel6ttibdl az utolsét. Ekkor az minden 1<i<(n—1)-re az i-edik oszlop i-edik eleme a—b, i+1-edik eleme b—a,
mashol pedig 0 lesz; az utols6 oszlop valtozatlanul marad. Adjuk hozza az els6 sort a masodikhoz, a méasodikat a
harmadikhoz, stb., az utolséeléttit az utolsdhoz. Igy az utols6 oszlopban a b-k vsszeadédnak és végiil a,,=a+b(n—1)
lesz, az els6 n—1 oszlopban a f6atlo alatti (b—a)-k elttinnek, igy a f6atlé alatt csupa 0 lesz. A determinans
képletében csak a fGatlon 1évs elemek szorzata nem lesz 0, azaz det(A)=[1",a;=(a—b)" ‘(a+b(n-1)). A valos
szamok felett két kiillonb6z6 nemnegativ szdmra tehat soha nem lesz 0.

1.9.15 Definicié: blokkrendszernek neveziink egy v elemd X alaphalmaz b elemd részhalmazrendszerét, ahol
minden részhalmaz k elemd, minden X-beli elem pontosan r részhalmazban van benne és barmely két részhalmaz
metszete A elemd. (v,k, A, r,beZ") Megkoveteljiik tovabba, hogy k<wv is fennalljon.
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Nyilvan minden blokkrendszerben bk=rv, (v-1)A=r(k—-1) és A<r.
1.9.16 Fischer tétele: egy blokkrendszerben b>v.

bxv

Bizonyitas: legyen az AeR™ matrixban a;=1, ha az alaphalmaz j-edik eleme benne van az i-edik
részhalmazban és 0, ha nincs. Tekintsitk a B=A"-A matrixot. b; az A matrix i-edik oszlopdban szerepls egyesek
szdma lesz, tehat azon részhalmazok szdma, amelyben az alaphalmaz i-edik eleme szerepel, azaz r. bi]- A i-edik és
j-edik oszlopédnak skalarszorzata, tehat azon sorok szdma A-ban, amelyekben mindkét oszlopban egyes van. Ez
azon részhalmazok szdma, melyekben az alaphalmaz i-edik és j-edik eleme egytitt szerepel, azaz A. A kapott

négyzetes matrixban tehat a f6atléon r, mindenhol méshol A van. Mivel 0<A<r, ennek determindnsa az el6z¢ allitas
szerint nem 0.

1 b<v, ekkor A ,lapos” matrix, azaz hozza lehet venni néhany 0 sort ugy, hogy négyzetes legyen. Ett6l A'-A
nem véltozik, masrészt a kapott A, és Ag matrixok determindnsa 0 lesz, mert lesz 0 soruk illetve oszlopuk. Azaz
0=det(A”-A)=det(A,)-det(A] )=0, . Tehat b nem lehet kisebb v-nél.

1.9.17 Cramer-szabaly: ha az A matrix determindnsa nem 0, akkor pontosan egy megoldasa van annak az n
egyenletbdl all6 linearis egyenletrendszernek, amelyben az i-edik egyenlet ¥ a;x;=b;.

Megjegyzés: ezt az egyenletet a jov6ben xA=b alakban irjuk, ahol x=(xy,x,,...,x,) és b=(b;...b,).

Bizonyitas: legyen A=det(A), A, pedig annak az A; matrixnak a determinansa, amelyet tugy kapunk, hogy
A-ban a; helyére b;-t irunk minden i-re. Azt éllitjuk, hogy egy x; sorozat megoldas < xkz%.

Legyen (x;) megoldas. Szorozzuk meg az i-edik egyenletet Aj-val és a kapott egyenleteket adjuk 6ssze. A bal
oldalon x; egyiitthat6ja X, a; Ay lesz, ami a kifejtési és ferde kifejtési tételek szerint j=k esetén A, egyébként 0. A
jobb oldalon Xi;b;-A; all, ami éppen det(A;) kifejtése a k-adik oszlop szerint. Az egyenlet tehat az aldbbi roppant
bonyolult alakot 6lti: x;- A=A, amibél xkz%.

Legyen most x,;%. Vegyiik az i-edik egyenletet és szorozzuk meg A-val: ¥, (a;A)=b;A. Most A,-t fejtsiik ki a

k-adik oszlopa szerint minden k-ra. Azt kapjuk, hogy >;_, (aik'Z]’Ll bjA]-k)zbiA. Rendezziik ezt & a b;-k szerint:
Z]’Ll(bj-z,lea,-k‘A]»k)=b,»A. A bal oldalon b; egytitthatoja a kifejtési és ferde kifejtési tételek szerint j=i esetén A,
egyébként 0, az egyenlet tehét teljestil. Azaz ha az x; sorozat az, amit megadtunk, akkor valéban megoldas.

1.9.18 Definicié: az xA=b egyenletrendszer homogén, ha b=0.

1.9.19 Kovetkezmény: ha egy n egyenletbdl allé n ismeretlenes homogén linearis egyenletrendszer matrixanak
determindnsa nem 0, akkor csak trividlis megolddsa van (x=0). Ugyanis csak egy megoldas lehet, x=0 pedig
nyilvan jo.

A Cramer-szabaly a gyakorlatban szinte teljességgel alkalmatlan egyenletrendszerek elfogadhaté idé alatt
torténé megoldasara. Ha erre van sziikség, akkor a Gauss -féle eliminaciés médszert szokés hasznalni:

Tegytik fel, hogy az egyenletrendszer determindnsa nem 0. Ekkor vélasszuk ki egy sorat, melyben x,
egyiitthatéja nem 0. Feltehetjiik, hogy ez az utols6. Vonjuk ki az utolsé sort az 6sszes tobbibdl ennek annyiszorosat,
hogy =x, egytitthatéja mindentitt masutt kiessen (az i-edik sorbol Zl‘%—szeresét). A kapott egyenletrendszer
ekvivalens lesz az eredetivel. Ezek utan az els6 n-1 sorbdl vegyiink egy olyat, amelyben x,_; egyiitthat6ja nem 0
(ha ilyen nincs, akkor az egyenletrendszer determinansa O volt, mert menet kozben nem valtozott - 1d. (D7) - és
egy ilyen egyenletrendszernek feltdnden 0), nevezziik ezt el (n—1)-edik sornak, majd ennek segitségével ejtsiik ki
az x, 1-es tagokat a tobbi sorbol. Folytassuk ezt addig, amig x;-nek csak a j-edik sorban lesz nem 0 egytitthatdja.

Az egyenletrendszer i-edik sora ekkor a; ;-x;=b; lesz, amib6l x; meghatarozhato.

A Lagrange-féle interpolaciés feladat: legyenek ay,...,4,,; egy K test kiilonboz6 elemei, tovabba by,...,b,.; a
test tetsz6leges elemei. Keressiik azon K feletti legfeljebb n-edfoku f(x)=3}_,cx"* polinomokat, melyekre f(a;,)=b;.

1.9.20 Allitas: pontosan egy ilyen polinom van.

Bizonyitas: a fenti jelolésekkel f(x) pontosan akkor megoldas, ha ie{l...n+1} esetén ¥}_,c,a;=b;. Ez egy n+1
ismeretlenes, n+1  egyenletb6l 4ll6  linedris  egyenletrendszer, amelynek  determinidnsa egy
Vandermonde-determinans, azaz nem 0. A Cramer-szabdly szerint tehat pontosan egy ilyen polinom van.



	㄀⸀㄀ 刀攀氀挀椀欀Ⰰ 洀焁瘀攀氀攀琀攀欀
	㄀⸀㈀ 䄀 娀漀爀渀ⴀ氀攀洀洀愀
	㄀⸀㌀ 䄀 氀攀最愀氀愀瀀瘀攀琀儁戀戀 愀氀最攀戀爀愀椀 猀琀爀甀欀琀切爀欀
	㄀⸀㐀 䬀漀洀瀀氀攀砀 猀稀洀漀欀
	㄀⸀㔀 䬀瘀愀琀攀爀渀椀欀
	㄀⸀㘀 倀漀氀椀渀漀洀漀欀
	㄀⸀㜀 吀戀戀猀稀爀猀 最礀欀Ⰰ 瀀漀氀椀渀漀洀 搀攀爀椀瘀氀琀樀愀
	㄀⸀㠀 倀攀爀洀甀琀挀椀欀
	㄀⸀㤀 䴀琀爀椀砀漀欀
	吀愀爀琀愀氀漀洀樀攀最礀稀欀

