16. oldal Algebra

2. Vektorterek, linearis leképezések és
matrixaik

2.1 Vektorterek

2.1.1 Definici6: egy K test folotti (V, +,-) vektortér egy olyan struktara, melyben (V, +) kommutativ csoport és
az un. skalarral szorzas, -: KxV—V, disztributiv a K-beli 6sszeadasra balrdl, a V-belire jobbrol, tovabba a skalarral
valo szorzas és a K-beli szorzas felcserélheté miiveletek, végiil a K egységével szorzas identitds V-n:

(V1) +:VxV—>V (V6) -:KxV—V

(V2) Vu,v,weV: u+(v+w)=(u+v)+w (V7) Va,BeK,veV: (aB)-v=a-(B0)
(V3) Yu,veV:u+v=v+u (V8) Va,BeK,veV: (a+p)-v=a-v+B-v
(V4) 30eV:VoeV:v+0=0+v=0 (V9) VaeK,u,veV: a-(u+v)=a-u+a-v
(V5) VoeV:3(-v)eV: v+(—v)=(-0v)+v=0 (V10) VoeV:1-v=0

Ebbé] mar kovetkezik, hogy VaeK,veV: a-0,=0y,0xv=0y és masféle szorzat nem 0.

2.1.2 Definicié: a K feletti V vektortér vy,v,,...,v, elemeinek ay, ay,...,a,eK egytitthatokkal vett linearis
kombinacidja ¥_; oy vg.

2.1.3 Definici6: a K feletti V vektortér H - véges vagy végtelen - részhalmaza linearisan ¢sszefiiggd, ha
talalhat6 véges sok eleme, melyek valamely K feletti nem trivialis linedris kombinaciéja (nem minden egytitthat6 0)
0. Ha nem linearisan dsszeftiggd, akkor linearisan fiiggetlen.

2.1.4 Definicié: a K feletti V vektortér v eleme fiigg a H részhalmaztdl, ha van H-ban véges sok elem, melyek K
feletti linearis kombinécidjaként v felirhaté. Ha ez nem all fenn, akkor fiiggetlen téle.

2.1.5 Allitas: egy részhalmaz linedrisan dsszefiiggé <> van olyan eleme, amely fiigg a tobbitél.
2.1.6 Allitas: egy részhalmaz linearisan osszefiiggé <> van olyan eleme, amely fiigg a tobbitdl.

Bizonyitas: = : irjuk fel a 0-t nem trivialis linearis kombindcioként. Vegytiink egy nem 0 egyiitthat6ju v elemet,
osszunk le az egyiitthat6javal és minden mést vigyiink at a masik oldalra. ElGéllitottuk v-t linedris kombinaciéként.

< irjuk fel ezen v elemét linearis kombinaciéként és vigyiik 4t a masik oldalra. v egyiitthat6ja —1 lesz, azaz a
0 nem trivialis felirasat kapjuk.

2.1.7 Allitas: egy lineérisan fiiggetlen H halmazhoz egy v elemet hozzavéve megsztinik fiiggetlen lenni < v
fugg H-tol.

Bizonyitas: —=: vegyiik a 0 nem trivialis felirasat a kapott halmazban. Ha ebben v egyiitthat6ja 0, akkor H
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linedrisan 6sszefiiggs volt. Ha nem 0, akkor az el6z6 allitas alapjan linearisan fiigg H-t6l. < : mint fent.

2.1.8 Definici6: egy V vektortér U részhalmaza altér, ha vektortér ugyanazon K test felett az ©rokolt
miuveletekkel. Jelolése U<V.

Ez nyilvan pontosan akkor teljesiil, ha U zart a V feletti mdveletekre és nem tires. (A mdveleti szabalyok
érvényesek minden részhalmazban.) A 0 minden altérnek eleme.

2.1.9 Allitas: ha {U,|ael} a V vektortér alterei, akkor U=, U, is.

Bizonyitas: U nem tires, mert OcU. A mtveletek nem vezetnek ki bel6le, mert akkor valamelyik kiindulé
altérbdl kivezetnének. Tehat a metszet is altér lesz.

2.1.10 Definici6: a V vektortér H részhalmaza altal feszitett altér az a legsziikebb altér, amely tartalmazza H-t.
(Legsztkebb: minden H-t tartalmazo altér tartalmazza.) Jelolése (H). Ez létezik, hiszen Nycy<, U altér,
tartalmazza H-t és nyilvéan a lehet6 legsztikebb, tehat éppen (H). Nyilvain HEH' = (H)c(H').
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2.1.11 Allitas: (H)={Y¥}_, oqv,e V|neN, oxeK,v,eH}. Ez nem iires (az iires dsszeg definici6 szerint 0), zart a
miuveletekre, tehat valéban altér. Tovdbb4d mindegyik eleme megkaphaté H elemeibél a mitveletekkel, tehat
minden H-t tartalmazo altérben benne kell legyen.

2.1.12 Definici6: a V vektortér U alterének X részhalmaza generatorrendszere, ha (X)=U. A V vektortér
végesen generdlt, ha van véges elemszamu generatorrendszere.

2.2 Vektortér bazisa, dimenziéja. Matrix rangja

2.2.1 Definicié: egy V vektortér egy B részhalmaza bazis, ha lineérisan fiiggetlen generatorrendszer.

2.2.2 Allitas: B bézis V-ben < V minden v eleme egyértelmten 4ll el6 B elemeinek linearis kombinaciéjaként
(értsd: pontosan egy olyan v=3,", oy b, eldallitas talalhato, ahol a b, vektorok B paronként kiilonbozd elemei és
e K~{0}).

Bizonyitas: = : minden el6all, mert generalérendszer. Ha valamely veV kétféleképpen all els, akkor a két

feliras kiilonbsége a 0 eldallitasa, tehat minden egytitthatéja O a linearis fliggetlenség miatt. Eszerint a két el6allitas
azonos.

P

<: ha mindent el6allit, akkor generatorrendszer. Ha linearisan Osszefliggd lenne, akkor a 0-t a trividlis
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eléallitason kiviil masképp is elGéllitand, ami ellentmond az egyértelmtségnek.

2.2.3 Allitas: legyen V vektortér, BC V. Ekkor az alabbi feltételek ekvivalensek:
(1) B bazis,
(2) B maximalis fliggetlen rendszer,
(3) B minimalis generatorrendszer.

e

Bizonyitas: ha B bazis, akkor maximalis ftiggetlen, mert fiiggetlen és mindent elSallit; minimalis
generatorrendszer, mert generatorrendszer, de barmely b elemét elhagyva B~{b} mdr nem generalja b-t, hiszen B
figgetlen. Ha B maximalis figgetlen rendszer, akkor V egyik eleme sem vehet6 hozza, azaz V minden eleme fligg
B-t6l, tehat B generatorrendszer. Ha B minimalis generatorrendszer, akkor egyik eleme sem hagyhat6 el, tehat
egyik sem fligg a tobbitdl, azaz B fliggetlen.

Megjegyzés: a kivalasztdsi axiémaval ekvivalens, hogy minden vektortérben van maximalis fliggetlen
rendszer, azaz minden vektortérnek van bazisa.

2.2.4 Tétel: ha egy V vektortérben F k elemi lineédrisan fiiggetlen rendszer és X | elemti generatorrendszer,
akkor k<I.

Bizonyitas: valasszuk meg F-et tigy, hogy a feltételek mellett M=FNX maximalis elemszam legyen. Legyenek
a metszet elemei rendre xq,x,,...,x,,, F fennmaradé elemei v,,.,...v,, X fennmaradé elemei x,,,;...x;. Ha m=k,
akkor kész vagyunk.

7 m<k. Ekkor nem lehet m=I sem, mert v, fligg X-t6l de nem fiigg XNF-t6l. Hagyjuk el F-bél v,,,,-et és
vegyiik helyette x;-t (1<j<I). F valasztasa miatt ekkor linearisan Osszefiiggévé valik, azaz 2.1.7 szerint x; fligg
F~{v,,,1}-t6L irjuk fel v,,1-et X elemeinek linearis kombindaci6jaként, majd ebben a felirasban minden x;-t
F~{v,.1} elemeivel. Azt kapjuk, hogy wv,,,; felirhat6 F~{v,.,} elemeinek linedris kombinacidjaként, ami
ellentmond F valasztasanak.

2.2.5 Kovetkezmény: ha V végesen generalt vektortér, akkor van (véges) bazisa.

Bizonyitas: ha V-nek van n elemd generatorrendszere, akkor minden fiiggetlen rendszere legfeljebb 7 elemd,
tehat van koztiik maximalis elemszama. Ez persze maximalis.

Kovetkezmény: ha V-nek van neN elemi bazisa, akkor minden bézisa n elemii. Ugyanis minden fiiggetlen
rendszer legfeljebb és minden generatorrendszer legalabb n elemt, azaz minden bézis n elemd.

2.2.6 Definicio: egy K feletti V vektortér dimenzidja - dimy(V) - bazisanak elemszdma. Belattuk, hogy ha V
végesen generalt, akkor van véges elemszamu bézisa és minden bazisdnak azonos az elemszama, tehat ekkor a
definici6é nem fligg a bazis valasztasatol.
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2.2.7 Allitas: (1) V vektortér tetsz6leges linearisan fiiggetlen rendszere kiegészitheté bazissa és (2) tetszéleges
generatorrendszere tartalmaz bazist.

Csak véges dimenzios vektorterekre latjuk be. Legyen tehat dim(V)=neN.

Bizonyitas: (1) ha F fiiggetlen rendszer és nem generalja V-t, akkor tetsz6leges ve V~(F) hozzavehetS és igy
egy nagyobb fiiggetlen rendszert kapunk. Folytassuk ezt mindaddig, amig F nem generdlja V-t. Az algoritmus
megall, mert nincs n-nél nagyobb elemszamu fiiggetlen rendszer.

(2) legyen X generatorrendszer. Legyen X =0<X, ez fuiggetlen. Ezutan legyen X, <X fiiggetlen rendszer. Ha X,
generdlja V-t, Orvendezziink. Ha nem, akkor (X )<V=(X) miatt talalhaté6 x.,eX~(X,) elem. Legyen
X1 =X U{xs1} - Xi fliggetlen rendszer, x,,; nem fiigg X,-t0l, azaz X, is fiiggetlen. Folytassuk ezt addig, amig
(Xi)=V lesz (persze ekkor k=n). X,=X fiiggetlen generatorrendszer lesz.

2.2.8 Definici6: az MeK™* matrix rangja
- alegnagyobb olyan r egész, melyre van rxr-es nem 0 aldetermindnsa (determinénsrang),
- lineérisan fiiggetlen sorai maximaélis szama (sorrang), ill.
- lineérisan fliggetlen oszlopai maximaélis szama (oszloprang).

Jelolése r(M).

2.2.9 Tétel: ezen definicidk ekvivalensek.

Bizonyitas: elég belatni, hogy a determinansrang és az oszloprang egyenld, hiszen ekkor transzponalassal

Tsor =¥ det -

Taet<Tosz1op, Mert egy rxr-es nem 0 aldeterminans oszlopai nem lehetnek linearisan dsszeftiggéek (D7) és 2.1.5
szerint.

Azt kell még belatnunk, hogy 74(M)>7og10,(M). Vegyiink egy rxr-es nem 0 aldeterminanst, B-t. Feltehetjiik,
hogy ez az els6 r sor és oszlop altal megadott aldeterminans. Rogzitstink egy 1<j<n egész szamot. Vegyiik hozza
B-hez r+1-edik oszlopnak M j-edik oszlopat, r+1-edik sornak pedig egy tetszéleges t-edik sorat. A kapott A
matrix determinansa 0 lesz, mert vagy van két azonos sora, vagy van két azonos oszlopa, vagy egy (r+1)x(r+1)-es
aldeterminans, ami 0. Fejtsiik ki A-t t-edik sora szerint. Azt kapjuk, hogy

0=(%)1 at}z‘Ath)+atj‘Atj=atj‘det(B)+(Zirz:1 ay Ay

1=yt
ti— &h=1%th" det(B)

ahol Ay, (1<h<r) az az elGjeles aldeterminans, amit akkor kapunk, ha A-bdl elhagyjuk M t-edik sorat és h-adik
oszlopat. Ez A-ban mindig az r+1-edik sor, tehat A, nem fiigg #-t6l. igy amit felirtunk, az a; felirdsa ay, ..., a,
linedris kombindacidjaként t-t6l fliggetlen egyiitthatokkal, azaz a j-edik sor felirdsa az els6 r oszlop lineéris

kombinacidjaként. Eszerint ez az r oszlop generalja az 6sszes oszlopot, tehat nincs r-nél tobb linearisan fliggetlen
oszlop. Epp ezt akartuk bizonyitani.

2.3 Linearis egvenletrendszerek 6sszes megoldasa

2.3.1 Allitas: ha az xA=0 n egyenletbdl all6, n ismeretlenes homogén egyenletrendszerben det(A)=0, akkor
van nem triviélis megoldasa.

Bizonyitas: A determinansrangja legfeljebb n—1, azaz oszlopai a fenti tétel szerint 6sszefiiggnek, igy van nem
trivialis linedris kombinaci6juk, ami 0. Az egytitthatok egy nem trivialis megoldast adnak.

Vegytink most egy linedris egyenletrendszert, melynek A matrixa nxk-as és a rangja r. Legyen A' az az
nx(k+1)-es matrix, melyet ugy kapunk, hogy A-hoz k+1-edik oszlopként hozzavessziik (by,...,b,)-t. Ennek az
oszloprangja nyilvan vagy r, vagy r+1.

2.3.2 Tétel: pontosan akkor van megoldas, ha r(A)=r(A’).
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Bizonyitas: ha van megoldas, akkor a hozzavett oszlop lineérisan fiigg az el6z6ktdl, azaz a két rang valéban
megegyezik. Ha pedig a két rang azonos, akkor az 1j oszlop benne van a tobbi sor altal feszitett vektortérben, igy
azok lineéris kombinaciéja, tehat van megoldas.
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Persze szeretnénk megadni az 6sszes megoldast.

Legyen mondjuk az els6 r sor és oszlop alkotta méatrix determindnsa 0-t6l kiilonb6z6. Rendezziik az els6 r
egyenletet Z]Ll alj-x]:bi—zjlv{:,ﬂ a;-x; alakra. Valasszuk meg x,.4,...,x;-t tetsz6legesen. Az els6 r egyenletnek minden
esetben pontosan egy megoldasat kapjuk x;,...,x,-re a Cramer-szabdly szerint. Viszont pontosan azok az xi,...,x;
szamok elégitik ki az 9sszes egyenletet, melyek az elsé r-t kielégitik, mert az elsG r sor generalja A’ sorait, tehat ha

az els6 r egyenlet teljesiil, akkor mind teljesiil. Igy megadtuk az 6sszes megoldast.

Megjegyzés: x,.1,...,Xx;-t szabad paramétereknek nevezziik.

2.4 Alterek osszege, direkt osszeg, direkt szorzat

2.4.1 Definicio: U, W<V alterek dsszege U+W= {u+w| uelU, weW;}. Kénnyen belathatéan ez (U, W).
2.4.2 Definici6: V direkt 6sszege az U, W altereknek, ha V=U+W és UNW={0}. Jelolése V=UDW.
2.4.3 Allitas: V=U®W < V minden eleme egyértelmden &ll el egy U-beli és egy W-beli elem osszegeként.

Bizonyitas: =: ha V minden eleme el6éll ilyen 6sszegként, akkor V<(U,W). Mivel V2(U,W), ezek
azonosak. Ha az eldéllitds egyértelmd, akkor nem létezhet O0zvelUNWWV elem, mert az 0+v és v+0 alakban is

elééllna.

<: Ha V=U®W, akkor nyilvan minden elGall ilyen 6sszegként. Ha valamit kétféleképp felirtunk: u+w=u'+w'
,akkor u—u'=w-w'eUNW={0} = akét feliras azonos. Tehat minden elem felirdsa egyértelmdi.

2.4.4 Allitas: ha V=U®W, akkor dim(V)=dim(U)+dim(W).

Bizonyitas: legyen E bazis U-ban, F bazis IW-ben. Ekkor VveV el6all v=u+w alakban, ahol u véges sok E-beli,
w véges sok F-beli elem linearis kombinacidja. Tehat (EUF)=V. Tekintsiink a 0 felirasat EUF-beli elemek linearis
kombinacidjaként. Valasszuk szét az E-b6l kapott tagokat, ezek Osszege legyen u, az F-b6l szdrmazdak Osszege w.
Ekkor u+w=0,uel,weW. Az el6z6 allitasbol u=0,w=0. Mivel E és F egyarant fiiggetlenek, u és w egyarant csupa
0 egyttthatokkal allt el6, igy © is. Eszerint EUF fliggetlen, tehat bazis V-ben =
dim(V)=|EUF|=|E|+|F|=dim(U)+dim(W).

2.4.5 Definicié: az U,V K feletti vektorterek direkt szorzata az (u,v) rendezett parok halmaza, ahol ueU,veV.
A miveleteket koordinatanként végezziik. Ez egy dim(U)+dim(V) dimenzi6s vektortér K felett. Jelolése Ux V.

Megjegyzés: legyen U'={(u,0)eUxV}, V'={(0,0)eUxV}. Ekkor U'=U; V'=V; U, V'<UxV és U ®V'=UxV.

2.5 Linearis leképezések

2.5.1 Definicié: az A: V—W leképezés linedris leképezés avagy homomorfizmus, ha V,W ugyanazon K test
feletti vektorterek és A muvelettartd, azaz Va,beV,aeK: (a+b)A=aA+bA, (a-a)A=a-(aA). Ezen leképezések
halmazéat Homy(V,W)-vel jeloljiik.

Ha AeHom(V,W), akkor nyilvan (0y)A=0yy, és (—v)A=—(vA).

2.5.2 Definici6: egy A:V—W linedris leképezés képtere ImA={xeW|JveV:vA=x}=VA, magtere
Ker A={ve V|vA=0}.

2.5.3 Allitas: a fenti jelolésekkel Im A<V, Ker A<WV.

Bizonyitas: 0A4=0 miatt OcIm A, 0cKer A. A képtér elemeinek linearis kombinécidja el6all az Gsképek megfelel§

linedris kombinacidjanak képeként, tehat szintén ImA eleme. Ha veV a magtér néhany elemének linearis
kombindacidjanak, akkor vA a megfelel6 képek linedris kombinacidja. Ezen képek mindegyike 0, igy vA=0, veKer A

Kovetkezmény: ha A linearis leképezés, akkor (X)A=(XA), azaz generatorrendszer képe generatorrendszer a

képtérben.

2.5.4 Tétel: legyenek V és W vektorterek K felett, B bazis V-ben, ¢:B—WV tetszéleges. Ekkor ¢ egyértelmten
terjeszthetS ki A,: V—IW homomorfizmussa.
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Bizonyitas: legyen veV tetszéleges. Ez egyértelmden all el6 v=3, -, b alakban, ahol B* a B bazis véges
részhalmaza, az ap-k  pedig K mnem 0 elemei. Ha A, linedris leképezés,  akkor
VA= (pep 0 b)A,=2pep ot (bA,) =2 gy (be) fenn kell alljon, ez biztositja az egyértelmtiséget. Ha pedig A, -t

ezzel az egyenlettel adjuk meg, akkor konnyen ellendrizhetSen a definici6 értelmes és A, linedris leképezés lesz.

A linearis leképezések felett értelemszertien definialhatoak a mtveletek: A+B:v—0vA+0B és o A:v— o (vA).
Nullelem az azonosan 0 linedaris leképezés. igy Hom(V,W) is vektortér lesz K felett.

2.5.5 Allitas: ha V,W vektorterek K felett és dimy(V)<oo, akkor dimg(Hom(V, W))=dim(V)-dimg(V).

Bizonyitas: legyenek B={v,|acl} és {wﬁ| BeJ} V-beli ill. W-beli bazisok. Legyen a ¢,;: B—W leképezés a v,
helyen w;, mashol 0. Legyen A,;: V—>W @, linedris kiterjesztése és B*={A4|(a, B)eIx]J}. Ez nyilvan fiiggetlen
rendszer Hom(V,W)-ben (akkor is, ha |B| nem véges) és |B|<oco esetén generélja is. Igy hat bazis, amibdl
|B*| = |I| . |]| miatt kovetkezik az allitds masodik fele. (A egyértelmd elGallitasa A=,y peja)Cap Aap » @hol vektor a
cpeK elemek (v,A) egyiitthatéi a W bézisa szerinti felirdsban, J(a) pedig az a véges részhalmaza J-nek, amelyre
Cap?0.)

Megjegyzés: ha « végtelen szamossag és V egy F, feleti « dimenziés vektortér, akkor
dimg (Hom(V,F,))= |Hom(V,F,)|=2#x (Id. 2.10.5), tehat a fenti allitds megfelelSje ez esetben nem teljesil.

2.5.6 Allitas: AeHom(U,V),BeHom(V,W) = ABeHomy(U,W), ahol AB az u+—(uA)B leképezést jeloli;
nyilvanval6.

2.5.7 Definicié: A: V—WW izomorfizmus, ha ktlcsondsen egyértelmti homomorfizmus. Jelolése A: V=W.Haa
V, W vektorterekre talalhaté V-=>W izomorfizmus, akkor V és Wizomorfak, jelolése V=W.

Ez ekvivalencia-reldci6, mert izomorfizmus inverze, izomorfizmusok kompozicija és a V—V identikus
leképezés izomorfizmusok, tehat =~ szimmetrikus, tranzitiv és reflexiv.

2.5.8 Definicié: az A: V—IW homomorfizmus epimorfizmus, ha Im A=W, azaz ha sziirjektiv. Monomorfizmus,
ha injektiv. Nyilvan pontosan akkor izomorfizmus, ha mindkettd.

2.5.9 Allitas: az alabbi feltételek
(1) A: V—=W monomorfizmus,
(2) KerA={0},
(3) minden V-beli figgetlen rendszer képe fiiggetlen IV-ben,
(4) valamely B V bazisra megszoritva A injektiv és B képe fiiggetlen IV-ben.

Bizonyitas: (1) < (2): ha A injektiv, akkor legfeljebb egy elemre teljesiil vA=0, igy csak v=0 lehet KerA-ban.
Ha pedig Ker A={0}, akkor uA=vA = (4~v)A=0 = u—v=0 = wu=v tehat A valoban injektiv.

(2) = (3): legyen F fiiggetlen V-ben és Ker A={0}. Allitsuk el& 0,,-t F-beli elemek képeinek 0,,=Y a(v;A) lineéris
kombinacidjaként. Ekkor 0= (Xoqvi)A, igy (Xoqo)eKer A={0,}. Mivel F fiiggetlen, minden egyiitthato 0, tehat 0y,
csak trividlisan 4ll el6 FA-beli elemek linearis kombinacidjaként, azaz FA fliggetlen.

(3) = (4): B képe fiiggetlen W-ben, hiszen B fiiggetlen V-ben. Kiilonb6z6 u,veB elemekre {u—v}cV fiiggetlen,
azaz {u—v}A={uA-vA} is, igy uA-vA=0, uA=vA. Tehét kiilsnbozs baziselemek képe kiilonboz6, A|g injektiv.

@) = (1): legyen u,veV-re uA=vA. Irjuk fel (u-v)-t a B bazisban: u-v=Y',04b,. Alkalmazva A-t:
> b A)=(u—v)A=uA-vA=0. Feltételeink szerint a bA vektorok paronkeént kiilonbozs elemei a BA fiiggetlen
rendszernek, azaz ftiggetlenek. igy Zle o (b A)=0 csak Vk: a;=0 esetén allhat fenn, ekkor persze u=v.

2.5.10 Allitas: V és W vektorterek izomorfak <> dimenzi6juk azonos.

Bizonyitas: legyen B bazis V-ben, B’ bazis IW-ben.

= legyen az izomorfizmus A. Linedrisan fiiggetlen rendszer képe linedrisan fiiggetlen, generatorrendszer
képe a képtérben generatorrendszer, azaz B képe bazis IW-ben és A bijekciot létesit a BCV és a BACIW bazisok
kozt. Ekkor dim(V)=|B|=|BA|=dim(W).

<: legyen ¢:B—B' bijekci6. ¢ egyértelmten kiterjed egy A,: V—W homomorfizmussa. Ez sziirjektiv, mert
VA=(B)A=(BA)=(Byp)=(B')=W és injektiv is, mert teljesiti 2.5.9.4-et. Eszerint A izomorfizmus.
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2.5.11 Kovetkezmény: van értelme ,a” K feletti n dimenzids vektortérrél beszélni. Ennek egy prototipusa
K"={(oty, oty ..., ) | a;€eK} a koordinatankénti mdveletekkel. Ebben az ¢,=(0,...,0,1,0,...,0)vektorok alkotta E bazist
szoktuk természetes bazisnak hivni. Ezt a bazist azért szeretjik, mert AeHom(K",K") esetén veK"=K""re
vA=v-[A]gp, ahol - a matrixszorzast jeloli, E és F K" ill. K" természetes bazisa, [Alg-et pedig mindjart
definialjuk.

2.6 Lineéaris leképezés matrixa

2.6.1 Definicio: legyenek E=(¢,)_; illetve F=(f);_; bazisok a K test feletti V,W vektorterekben, AeHom(V,W).
irjuk fel E elemeinek képét F elemeivel: e,-;4=Z]-"lla,-]»-]§. Az a; szamok altal alkotott nxm-es matrixot hivjuk A
matrixanak az E,F bazisparban. Jelolése [A]g ¢.

Ekkor a v=(2.;x;-¢;)e V vektor A szerinti képe
(X1 xe) A=2 L x;0 (e A) =2 %y (zjnll ”ij‘f}):zjri1 (X xi“ij)‘f}

Ha tehat v egyiitthat6i az E szerinti felirasban x=(x;).;, akkor vA egyiitthatéi az F szerinti felirdsban
(z?=1xiulj)jril:x'[74]E,F-

Ha A:V—V homomorfizmus, azaz linedris transzformacio, akkor A matrixat kett6 helyett egy bazisban is
felirhatjuk. Ekkor [A]g g-t [A]g-vel jeloljiik.

Megjegyzés: legyen A=Y oy A,eHomy(V,W). Ekkor nyilvan barmely E,F bazispéarra [Alg =2 o4[A]g 5. Ebbd]
latszik, hogy Hom(V,W)-nek bazisat alkotjdk azok a lineéris leképezések, melyek matrixa E,F-ben egy helyen 1,
mindentitt masutt 0.

2.6.2 Allitas: legyen AeHom(U,V),BeHom(V,W), D,E,F rendre U,V,W bézisai. Ekkor [AB]p ¢=[Alp '[Blg -
(Egyszerd, érdektelen szdmoléas.)

2.6.3 Allitas: legyen AcHom(V,W), [A]=AeK™*. Ekkor r(A)=dim(Im A).

Bizonyitas: I[m A-ban néhany V-beli baziselem képe pontosan akkor bazis, ha az 6 képtiket leiré sorok a matrix
sorai altal feszitett vektortérben bézist alkotnak (pontosan ekkor igaz, hogy fliggetlenek és generaljak a bazis képét,
ami generalja Im A-t). Tehat r,,(A)=dimg(Im A).

2.6.4 Tétel: legyen A:V—W linedris leképezés, E és E* V, F és F* pedig W bazisai. Vigye a P: V-V
izomorfizmus E—t E*-be, a Q: W—W izomorfizmus F—et F*-be. Ekkor [Alg: p-=[Plg-[Alg ¢ [Ql5 "

Bizonyitas: alkalmazzuk 2.6.2-t:

[74]15‘, F= [PflPﬂQflO]E‘, F= [Pil]E‘,E' [P]EE [74]151: [Oil]F,F' [Q]F F

P™' az E' elemeit rendre E elemeibe viszi, igy [P'lgg=1. Ugyanigy [Ql;r=I. A fenti szorzat két szélsG
tényezGje tehét elhagyhat6. Ha még felhasznaljuk, hogy [Ql-[Q']z=[QQ 'Jz=1 miatt [Q '];=[Q];', a bizonyitando
allitast kapjuk.

2.6.5 Kovetkezmény: legyen A: V—V linearis transzformaci6, E=e¢,,...,e, és F=f,,...,f, V két bazisa. Legyen az
a V feletti linedris transzformaci6, ami E-t F-be viszi, P, tovabba [Plg=P (azaz f=3p;e;). Ekkor
[Ale=[Plg-[ALg-[PIg ' =P-[ Al P

2.6.6 Kovetkezmény: legyen az AeM,(K) méatrix rangja r. Ekkor alkalmas P,QeM,,(K)invertadlhaté6 matrixokra
a P-A-Q matrixban az atlo els6 r eleme 1, minden mas 0.

Bizonyitas: legyen E=(¢;); bazis K"-ben. Tekintsiik azt az A:K"—K" lineéaris transzformaciot, amelyre
[A]g=A. Legyen P olyan izomorfizmus K"-ben, ami az (¢);,.; elemeket KerA egy bazisaba viszi. Ekkor a PA
lineéris transzformacié képtere azonos A képterével, magtere pedig A magterének P szerinti &sképe, azaz
(ej|r<i<n). Az els6 r baziselem PA szerinti képe linearisan fiiggetlen, mert (e;|1<i<r) fiiggetlen PA magterétsl.
PA képtere r dimenzids, r linearisan fiiggetlen eleme mar generélja. Azaz PA izomorfizmus (e;|1<i<r) és ImA
kozott. Legyen Q olyan izomorfizmus K"-ben, ami ImA-n PA inverze. Ekkor a PAQ linearis transzformaci6
(ei| 1<i<r)-re megszoritva identités, (ei| r<i<mn)-re megszoritva azonosan nulla (hiszen ezekre mar PA is azonosan
0). P=[Plg, Q=[Q]g megfelel a feltételeknek.
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2.6.7 Allitas: ha P,Q invertalhaté matrixok, akkor #(PAQ)=r(A).

Bizonyitas: valasszunk olyan AV-W,P:. V>V, Q:W->W linearis leképezéseket, melyekre
[A]=A,[P]=P,[Q]=Q. Persze P,Q izomorfizmusok lesznek. Ekkor Im(PAQ)=Im(AQ)=(VA)Q=VA, azaz
dim(Im(PAQ))=dim(VA).

2.7 Faktortér, homomorfizmus-tétel

Legyen U<V. Tekintsiik a v+ U={v+u|ue U} halmazokat, ahol v befutja V-t. (v+U-t [v]-vel fogom jelolni;
szoktak T-vel is.) Ezek particionaljak (diszjunkt részhalmazok unidjara bontjak) V-t, mert [v;] és [v,] vagy
diszjunkt, ha v,—v,¢U, vagy azonos, ha v,—v,eU. A mitveletek legyenek a kovetkezék: [v;]+[v,]=[v,+v,],
a-[v]=[a-v]. Ha belatjuk, hogy ezek a mdveletek joldefinialtak, akkor vektorteret kapunk, mert a mtveleti
szabalyok atoroklédnek.

Tegyiik fel, hogy [v]=[v']. Ekkor v-v'el, igy (v+w)-(v'+w)=v-0v'el, azaz [v+w]=[v'+w], tovabba
av—a-v'=a(v-v')el, azaz [a-v]=[oa-v']. Eszerint a miveletek valoban egyértelmiek. Az (additiv) egységelem
[0]=U.

2.7.1 Definici6: a fenti struktara a V/U faktortér, a Yy :v—[v] leképezés a V—V/U természetes
homomorfizmus.

2.7.2 Definici6: legyen A:V—W linearis leképezés, U<V. Ekkor A megszoritdsa U-ra az az A|,;:U—>W
leképezés, amelyre Vuel: u(A| )=uA. Nyilvan A is lineéris leképezés.

Megjegyzés: Ker(A|)=UN(KerA).
2.7.3 Homomorfizmus-tétel: ha AcHom(V,V,), akkor Im A=~V /Ker A.

Bizonyitas: legyen F bazis Ker A=W-ben. Egészitsiik ezt ki az E fliggetlen rendszerrel V bazisava, Legyen
U=(E). Ekkor V=U®W, amibsl ImA=VA=(U+W)A=UA+WA=Im(A|)+Im(A|)=Im(A| )+{0}=Im(A|,).
Tovébba Ker(A|,)=UNKer A=0.

Eszerint A | u monomorfizmus, igy izomorfizmus U és Im A kozott, U~ImA. Alkalmazva ezt y: V—V/W-ra
Ker(yy)=W miatt vélaszthatjuk F-et, igy E-t és U-t ugyanannak, mint az el6bb, ekkor Im A=U=Im(y,)=V/U.

2.7.4 Kovetkezmény: A:VeHom(V,V,;) esetén dim(V)=dim(Im A)+dim(KerA). Specidlisan a 1y, faktorleké-
pezésre dim(V/U)+dim(U)=dim(V).

Bizonyitas: a fenti bizonyitas jeloléseivel ImA=U, igy dim(ImA)=dim(U). V=U®KerA miatt pedig
dim(V)=dim(U)®dim(Ker A), 1d. 2.4.4.

2.7.5 Allitas: AeK™* BeK"™" esetén r(A)+r(B)—k<r(AB)<min(r(A),7(B)).
Bizonyitas: legyen AeHom(K",K*), BeHom(K",K™) és a természetes bazisokban [A]=A,[B]=B. Ekkor
r(AB)=dim(Im AB)=dim(Im(B| , ,))=dim(Im A)— dim (Ker(B| ,, ,))=1(A) - dim(Im AN Ker B)=r(A)—d

(ImANKerB)<KerB-bol — d<dim(KerB)=k-r(B), azaz r(A)-k+#B)<r(A)-d=r(AB). ImAB<ImB alapjan
r(AB)<r(B), 0<d-bél r(AB)<r(A).

2.7.6 Kovetkezmény: AeM,(K) esetén VkeN: rA")>k-r(A)-(k-1)n.
Bizonyitas: k=0,1 esetén egyenl6ség all fenn. Ezutan indukciéval

A =r(AFA)> (A +r(A)-n>k-r(A) - (k=1)-n+r(A)-n=(k+1)-+(A)—k-n.

2.8 Sajatérték, sajatvektor, karakterisztikus polinom

2.8.1 Definici6: az A: V—V linedris transzformacionak ve V~{0} sajatvektora a AeK sajatértékkel, ha vA=A-v.
A sajatértékek halmazat a transzformécio6 ill. a hozzatartoz6 matrix spektruménak hivjuk, jelslése 6(A) ill. 6(A).
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Legyen most dimg(V)=n<oco. Ekkor dimg(Hom(V, V))=n?, igy az I,y4,y42,...,)4"2elemek linearisan
vsszefiiggnek. Eszerint A gyoke egy legfeljebb n”+1-edfoku polinomnak. Tébbek kozt ezen az 1n°+1-en szeretnénk
javitani.

2.8.2 Definici6: az A,BeM,(K) matrixok hasonléak, ha alkalmas PeM,(K) invertalhaté métrixra B=P 'AP.
Jelolése A~B.

Megjegyzés: egyazon linearis transzformacié kiillonb6z6 bazisban felirt matrixai 2.6.5 szerint hasonléak.

2.8.3 Definici6: az  AeM,(K) matrix karakterisztikus  polinomja  xa(A)=det(A-I-A)=2"+0a,_ A" ' +...
..t oyr+opeK[A]. Nyilvan op=(-1)"-det(A) és o,_1=—tr(A).

2.8.4 Allitas: hasonlé métrixok karakterisztikus polinomja azonos.
det(A\I-PAP ')=det(PAIP '~ PAP ')=det(P(AI-A)P"')=det(P)-det(\I- A)-det(P"*)=det(\I-A)

2.8.5 Definici6: az A:V—V linearis transzformécié karakterisztikus polinomja x4(A)=x4(A)eK[A]. El6z6
allitasunk szerint x[4(A) nem fiigg att6l, hogy [A]-t melyik bazisban irjuk fel, tehat a definici6 értelmes.

2.8.6 Definici6: A-matrix: olyan nxn-es matrix, amelynek elemei K[A]-beli polinomok; azaz M,(K[A]) egy
eleme.

2.8.7 Cayley-Hamilton tétel: minden AeM,(K) matrix gyoke a sajat karakterisztikus polinomjénak, azaz
XalA)=0.

Bizonyitas: legyen B az az nxn-es A-matrix, amelyben b; a (AI-A) matrix j-edik sordhoz és i-edik oszlopahoz
tartozo eljeles aldeterminans. Minden b;; egy legfeljebb (n—1)-edfoka K[A]-beli polinom. Legyen 0<k<(n—1)-re
B az a matrix, amelynek elemei B megfelel6 helyen 16v6 elemeinek A-hoz tartozé egyiitthatéi. Ekkor
(BY+AB"+. .+ X" "B" V)AL~ A)=B(AI- A)=det(AI-A)-I=x,(A)-1. Azonos A-polinomok egylitthat6i azonosak:

-BY-A=0y'1
-B"-A+B"=a;1
-B" - A+B" P=q, ;1
B" =1

Szorozzuk meg jobbrél az elsé egyenletet AO=I-VEL a masodikat A-val, a harmadikat A’-el stb., az utolsét
A’ -el és adjuk Sket 6ssze. Baloldalt minden kiesik, jobboldalt pedig xa(A)-t kapunk. Ezzel az allitast belattuk.

2.8.8 Tétel: legyen AcHom(V, V). Ekkor AeK pontosan akkor sajatérték, ha x,(A)=0.

Bizonyitas: legyen E=e;...¢, tetszlleges bazis, v=3_x;e;, x=(xy,...,x,). vA=A-v pontosan akkor teljesiil, ha
x-[A]g=A-x. Pontosan akkor taldlhaté v#0, amelyre vA=X-v, ha van nem trivialis megoldasa az x-(AI-A)=0
egyenletrendszernek, ami a Cramer-szabaly szerint ekvivalens det(AI-A)=0-val.

2.8.9 Definici6: egy AeHom(V, V) ) sajatértékéhez tartozé sajétaltér V,={veV|vA=A-v}. Ez valéban altér lesz,
mert benne van a 0 (bar a 0-t nem nevezziik sajatvektornak) és a mtiveletekre zart, ugyanis ha v,A=Xv,,v,4=Xv,,
akkor a linearis transzformaciok alaptulajdonsagai miatt (o-v;+f-v,)A=A-(a-vy+B-v,), azaz egyazon A-hoz tartozo
sajatvektorok linearis kombindacidja is sajatvektor ugyanazzal a A sajatértékkel.

2.8.10 Definici6: AeHomy(V,V) A sajatértékének algebrai multiplicitdsa (I) annyi, ahdnyszoros gyoke A a
karakterisztikus polinomnak, geometriai multiplicitasa (k) pedig dimg(V}).

2.8.11 Allitas: a ), sajatérték geometriai multiplicitisa nem nagyobb az algebrai multiplicitdsnal.

Bizonyitas: vegyiik V, egy e;...¢, bazisat, és egészitsiik ki V bazisava e,...e,-el. Irjuk fel A matrixat ebben a
bézisban. Ezen A matrix els6 k sordban a f6atlon A, lesz, mashol 0. Eszerint (AI-A) kifejtésénél csak ugy kapunk
nem 0 tagokat, ha az els6 k sorabol (A—Ag)-t vesziink, tehat xalA)=(A=2g)(...).

Példaul az A=((1) %)eMz(K) matrixra x,(A)=(A-1)>, de A\,=1 geometriai multiplicitasa nem lehet 2, mert akkor
V,=V lenne, viszont az els6 bazisvektor képe nem 6nmaga, tehat nincs benne V,-ban. Az algebrai multiplicitas
nyilvan 2, azaz itt k#I. Ez egyben arra is példa, hogy ha két kiilonb6z6 transzformécié karakterisztikus polinomja
azonos, attol még lehetnek kiilonbozsek, hiszen a fenti A matrix és Ie M,(K) karakterisztikus polinomja azonos. Az
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viszont igaz, hogy ha két matrix karakterisztikus polinomja megegyezik és minden gyoke egyszeres, akkor a két
matrix hasonlé.

2.8.12 Definici6: AeM,(K) minimalpolinomja az a legalacsonyabb foku egy féegyiitthatoju ¢,(x)eK[x]
polinom, amelynek A gyoke. (Két ilyen nem létezhet, mert akkor azok kiilonbségének skalarszorosa alacsonyabb
foka, egy féegyiitthat6ji polinom lenne, amelynek szintén gyoke lenne A. Egy pedig van, mert van olyan polinom
- Xalx) - aminek A gyoke.)

2.8.13 Allitas: pontosan azoknak a polinomoknak gyske A, amelyeket ¢,(x) oszt., specialisan @, (x)|xa(x).

Bizonyitas: ha p-nek gyoke A, akkor osszuk el maradékosan @,(x)-el:  p(x)=g(x) @a(x)+r(x) Ekkor
r(A)=p(A)—g(A)pa(A)=0 és r foka alacsonyabb ¢, fokéandl, vagy r=0. ¢, definici6ja miatt csak ez utobbi allhat
fenn, azaz ¢, osztja p-t. Ha pedig ¢, osztja p-t, akkor nyilvan gyoke A. (Felhasznéltuk, hogy az egytitthatok a test
elemei, amelyek mindennel felcserélhetSek, azaz a behelyettesités felcserélhetd a polinomok szorzasaval.)

2.8.14 Allitas: hasonlé matrixok minimalpolinomjai azonosak.

Bizonyitas: tetszdleges p(x)=ZZ=1a,¢xk polinomra p(PAP')=P-p(A)-P"!, mert a,(PAP ' =P(3, A"P" miatt
plx)=3i_,a(PAP ' '=P-(¥}_; 4 A*)P'=P-p(A)-P"'. Ez alapjan két hasonlé matrix pontosan ugyanazoknak a
polinomoknak gyocke.

2.9 Invarians altér. Reducibilis és direkt 0sszeg matrixok

2.9.1 Definicié: legyen a V vektortéren adott egy A linedris transzformacié. V egy U altere A-ra invaridns altér,
ha VxelU: xAeU. Nem trivialis invarians altér, ha invarians altér és {0} <U<V.

2.9.2 Definici6: ha U A-ra invarians altér, akkor V/U-n legyen A (esetleg [A]) az a leképezés, melyre
[v]A=[vA]. Ugyanugy, ahogy a V/U feletti sszeadas és skalarral szorzés, A is joldefinialt és konnyen lathatéan
linearis.

Megjegyzés: legyen A:V—V linedris transzformaci6, U A-ra invarians altér. Ekkor Im(A|,)<U, azaz A|,
tekinthet6 U feletti linedris transzformdcionak; altaldban annak is tekintjiik.

2z

2.9.3 Definici6: az A négyzetes matrix az A4,...,A; négyzetes matrixok direkt sszege, ha a f6atloja mentén
ezek a matrixok vannak sorban (A; f6atléja rdesik A féatldjara) és mindenhol mashol csupa 0 van. Jelolése
A=A DA,D..DA,.

Definici6: egy A négyzetes matrix reducibilis, ha (%! XZ) vagy (% 1:2) alakd, ahol A; és A, négyzetes matrixok.
(Hogy ezek koziil melyik, az lényegtelen, ugyanis ha A (% A*1) alakd, akkor (%! 132) alakava tehet6 olyan sor- és
oszlopcserékkel, ahol a sorokat és az oszlopokat egyforman permutaljuk. Az igy kapott matrix hasonl6 lesz A-hoz,
mert ez egy linedris leképezés matrixdndl a béziselemek permutdldsénak felel meg. Igy megtehetjiik, hogy
reducibilis matrix alatt mindig az els6 esetet értjiik, ha a matrixok csak hasonldsag erejéig érdekelnek minket.)

Minden direkt 6sszegre bomlé matrix reducibilis. A;, A,-t A faktorainak hivjuk.
2.9.4 Allitas: Reducibilis matrixra y,(A)=x A, A) Xa,(A).

Bizonyitas: det(A)=det(A;)-det(A,), mert csak akkor kaphatunk nem 0 kifejtési tagokat, ha A; és A, egy-egy
kifejtési  tagjat pérositjuk Ossze. (AM-A) is reducibilis, a faktorok (M[-A;) és (M-A,), azaz
det(AI—A)=det(AI-A,)-det(AI-A,).

2.9.5 Megjegyzés: direkt 6sszegre bomlé matrix minimalpolinomja a faktorok minimalpolinomjainak legkisebb
kozos tobbszorose. Ugyanis egy ilyen matrixot behelyettesitve egy polinomba ugyanazt kapjuk, mintha a faktorait
helyettesitenénk be és aztan raknank ossze.

2.9.6 Allitas: legyen U nem trivialis, A-ra invaridns altér V—ben, E={e;...¢,} U egy bazisa. Egészitsiik ki E-t a
F={e,,,...e,} vektorokkal V bézisava, jelolie {[e..q]...[e,J}-t [F]. Ekkor A=[Alg; reducibilis az [A]Jg, [Aly
faktorokkal. ([F] bazis V/U-ban a homomorfizmus-tétel bizonyitasa alapjan, tehat [A]js értelmes.)

Bizonyitas: A els6 k soraban rendre e;...e; képei vannak, igy itt az els6 k oszlopban [;4|U]E szerepel, a tobbi
oszlopban csupa 0.
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Vie{l...(n=k)}: [e p-p]A=les - A= 20 [ n, 6] = 20 ”i+(nfk),j'[[ej]]:z;:lk”H(nfk),j+(nfk)[[ej+(nfk)]]

Eszerint A matrixa az {[e.,1]...[e,]} bazisban az az (n—k)x(n—k)-as matrix, melyben az i-edik sor j-edik eleme
Qi (n-k), j+(n-k - Bzzel az allitast belattuk.

2.9.7 Allitas: legyen A matrixa az A;eM(K) és az A,eM, (K) matrixok direkt dsszege az {e,...e,} béazisban.

Ekkora Vi=(e;...e), Vo={€s1,...,€,) alterek invaridnsak A-ra és V ezek direkt 6sszege. Nyilvanvalo.

Az sajnos nem igaz, hogy minden reducibilis hasonlé egy olyanhoz, ami direkt 6sszegre bomlik. Viszont

2.9.8 Allitas: ha valamely A;, A,, A; matrixokra Az(ﬁ1 £2)~A1@A3, akkor A~A;@A,.

2.10 Végtelen dimenzids vektorterek

Bebizonyitunk néhany alapvetd allitast végtelen dimenzids vektorterekre is, melyeket véges dimenzidsakra mar
ismeriink. Jel6ljon az aldbbiakban V egy K feletti vektorteret.

2.10.1 Tétel: (1) minden V-beli F fiiggetlen rendszer kiegészithet6 bazissa és (2) minden V-beli X
generatorrendszer tartalmaz bazist.
Bizonyitas: (1) vegyiik észre, hogy F-et tartalmazo6 fiiggetlen rendszerek L lancdnak unidja is F-et tartalmazoé

fuggetlen rendszer. FC UL nyilvanval6, ha pedig UL nem lenne fiiggetlen, akkor lenne egy H véges elemszamad,
lienarisan Osszeftigg6 részhalmaza. Ez csak tgy lehet UL része, ha valamely Lel-re HCL, ami ellentmond L
figgetlenségének.

Az F-et fed6 fliggetlen rendszerekre tehat teljesiilnek a Zorn-lemma feltételei, tehat van koztiik (tartalmazasra
nézve) maximalis elem. Ez nyilvan maximalis fliggetlen rendszer, azaz bazis.

(2) A fentihez hasonlé moédon belathatd, hogy az X-beli fliggetlen rendszerek teljesiilnek a Zorn-lemma
feltételei, azaz van koztiik (tartalmazésra nézve) maximadlis - legyen ez M. Persze X~M egyik eleme sem lehet

figgetlen M-t6l, mert nem vehet§ hozza gy, hogy fiiggetlen maradjon. Ezért M generalja X-et, igy V-t is. Mivel
figgetlen, M minimalis generatorrendszer, azaz bazis.

szamossagu.

2.10.2 Kovetkezmény: minden vektortérnek van bazisa. Ugyanis a @ fiiggetlen rendszer kiegészithet6 bazissa.
2.10.3 Tétel: legyen X generatorrendszer V-ben. Ekkor V-ben minden fiiggetlen rendszer legfeljebb |X|

Bizonyitas: valasszunk egy tetszéleges F, fiiggetlen rendszert. Definidljuk P(V) felett az aldbbi relaciot:

(HNX)< (H'NX)
(H'~X)<(H~X)
|H~H'| < |H'~H|

H<H <

H<H' esetén |H|<|H'

(Tehat egy H halmazbdl tgy kapunk egy ,nagyobb” H'-t, hogy X-en kiviili részébdl elhagyunk valamennyit és
legalabb annyit hozzavesziink az X-beli részéhez.) Konnyen ellenérizhet§, hogy =< részbenrendezés, tovabba

,(H'~H)CX és H~H' diszjunkt X-t6l. Legyen Q={FC V|F,<F és F fiiggetlen} . Tegyiik fel,
hogy Q-nak van a < reldciéra nézve maximalis eleme, F*. Azt éllitjuk, hogy ekkor F*cX.

O\

-

N\

)
7 JveF'~X. Mivel X generétorrendszer, v fiigg X-t6l. Legyen xeX tetszéleges, F°=F'~{v}U{x}. Mivel F'<F°, F*

maximalitdsa miatt F°gQ. A tranzitivitisbol F,<F°, igy F° a masik feltételt kell megsértse, azaz linedrisan

Osszefiiggd. Ezért x figg F'~{v}-t6l. Ez X minden elemére teljesiil, tehat F*~{v} generdlja X-et. Masrészt
ve V=(X), osszefoglalva v fiigg F*~{v}-t6l. Ez F" fiiggetlensége miatt }.
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Valéban, F*cX. Ekkor F,<F* figyelembevételével |F,|<|F*|<|X|, a bizonyitandé allitas igaz. Most mar elég
belatnunk, hogy Q-nak van a < relaciéra nézve maximalis eleme. Ehhez azt fogjuk igazolni, hogy Q-ra teljestilnek a
Zorn-lemma feltételei. FyeQ nyilvanval6, tehat Q nem tires.

Legyen L={F,|ael}CQ ldnc a < relaciéra és lassuk be, hogy van Q-beli korlatja. Mivel F, a legkisebb Q-beli
elem, Fyel feltehetS. Vezessiik be I felett a a<o’ < F,<F, rendezést. Jelolje F, X-beli részét M,, X-en kiviili
részét C,. Ekkor az, hogy L lanc, azt jelenti, hogy a<a’ esetén M,CM,,C,CC, és B |C,~Cy|<|M ~M,| . Az
() egyenlGtlenség a>a’ esetén is teljesiil, hiszen ekkor mindkét oldal 0. Legyen F* az a halmaz, melynek X-beli
része FFNX=M*=U,M,, X-en kiviili része F'~X=C"=(1,.,C,. Azt akarjuk belatni, hogy F'eQ és F* felss korlatja
L-nek.

F* linearisan fiiggetlen lesz, mert minden véges elemszamu H részhalmazéhoz talalhat6 olyan o, hogy HCF,,
és F, fliggetlen, tehat H is fiiggetlen. Mar csak az van hétra, hogy barmely fel elemre F;<F* (ebbdl FyeL miatt
F'eQ mar kovetkezik). A < relacié definiciojdban szereplS elsé két feltétel nyilvanvaloan teljesiil, tehat csak
|Fy~F*| <|F*~F,| szorul bizonyitasra.

Vegyiik észre, hogy F;~F'=Cy~C*=Cp~(,c1Co)=U,c1(Cs~C,) és ugyanigy F'~F;=U,;(M,~M;) [ szerint
|Cp~Ch| <|M~Mg| <Uger [IMg~Mg|, azaz Vael: |Cy~C,| < |F*~Fy|. Mivel a {Cy~C,|acI} halmazok lancotnak
alkot a tartalmazasra, unidjuk szamossdga a szamossagaik legkisebb fels6 korlatja, azaz
|Fo~F| = |Uuer Cp~Co| < |[F'NFy|. (Q, <) valoban teljesiti a Zorn-lemma feltételeit.

2.10.4 Tétel: egy vektortér dimenzidja jéldefinialt.

Bizonyitas: belattuk, hogy minden vektortérnek van bazisa. Tovabba ha B és B’ is bazis, akkor - mivel B
figgetlen és B’ generdtorrendszer - az el6z6 tétel értelmében |B|<|B'| és persze ugyanigy |B'|<|B|. Ezért
barmely két bazis szamossaga megegyezik, mint azt bizonyitani akartuk.

2.10.5 Allitas: ha K tetszdleges test, k pedig |K|-ndl nem kisebb végtelen szdmossag, akkor K* - a K feletti x
dimenziés vektortér - elemszdma . Ha pedig |K| végtelen és k egy ennél nem nagyobb (nullatél kiilonboz)
szémossag, akkor |K*|=|K].

Bizonyitas: legyen B bazis V=K"-ban. A veV elemre r(v) legyen a v vektor B szerinti egyértelmi
elgallitasaban a tagok szdma (pl. #(0)=0,VbeB: r(b)=1). Ekkor r: V—N. n>1 esetén azon v elemek szdma, ahol
rlv)=n, nyilvan ({)-|K~{0}|" (kivéalasztunk n baziselemet a rendelkezésre allo6 x koziil, majd mindhez egy-egy
nullatdl kiillonbozs egytitthatot - a keletkezd lineédris kombinacidk a megfelels v-k). Az els6 esetben k végtelen
szamossag és 2<|K| <k, tehat (i) |K~{0}|" éppen k és | V|=%, . [{ve V|r(v)=n}|=1+Z;2 k= Ry k| =K. A masodik
esetben ()-|[K~{0}|" k-nél nem nagyobb n-re |K|, egyébként 0 - ebbdl is az jon ki, amit igértiink.
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