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3. Egy- és tobbvaltozés polinomok

3.1 Tobbvaltozds polinomok

3.1.1 Definici6: legyen R egységelemes kommutativ gytrd. Ekkor R[x;,x,,...,x,] az x1,%,,...,x, valtozok R
a?’l
n

feletti polinomjainak halmaza, azaz {Xc o X157 xy" [neN, a;eN, ¢ jeR~{0}}, ahol megkoveteljiik, hogy az

ay,ay,...,
Osszeg véges sok tagbol alljon és kiilonbozs tagjaiban a kitevék legalabb egy helyen kiilonbozzenek. Egy tag foka
legyen a benne szereplS kitevék (ay,...,a,) Osszege, egy polinom foka pedig a benne szereplé tagok fokainak

maximuma. Az azonosan 0 polinom fokat ismét nem, vagy (—oo)-nek definialjuk.

Ezek a ,logikus” mitiveletekre egységelemes gytrtt alkotnak, hiszen R[x,x,] tekinthet6 az x, véltozé R[x]
egységelemes gytr feletti polinomgytrdjének, igy maga is egységelemes gytrd stb. R[xy,...,x,] pontosan akkor
kommutativ és/vagy nullosztémentes, ha R az.

3.1.2 Allitas: akarcsak az egyvaltozés polinomoknal, (1) deg(p+q)<max(degp,degq) és degp#degq esetén
egyenlSség all fenn. Tovabba (2) deg(pg)<deg(p)+deg(q) és nullosztomentes gytrtben egyenldség all fenn (az elsé
trivialis, a masodik kiszamolhat6é - a nemsokara bevezetend$ fogalmakkal lathatd, hogy p ill. g legmagasabb foku
tagjai koziil a lexikografikusan legnagyobbak szorzata nem esik ki).

3.1.3 Definici6: peR[xy,...,x,] homogén, ha minden tagja azonos fokd, pl. xfx2+x§'x3+x§x1. Az n-véltozos
homogén masodfoku polinomokat kvadratikus alaknak hivjuk.

Egy n valtozos k-adfokd p polinom mindig felirhato p=Y}%{p, alakban, ahol p; ugyanezen n véltoz6 homogén

k-adfokt polinomja.

3.1.4 Definicié: egy n-valtozos polinom szimmetrikus, ha a véltozok barmilyen permutécidja Snmagaba viszi
at: VoeS,:peo=p, azaz plxi5, Xo ..., Xe)=PX1, Xy, ..., X,). Az n-véltozés szimmetrikus polinomok részgydrtit
alkotnak az n-valtozos polinomok kozott. n valtozo elemi szimmetrikus polinomjai: 6,= 31 ;)< <ix)<n (Xin)Xi2)- - Xi)
ahol 1<k<n.Példaul 6,=x;+x,+...+x,, 6,=X1X,...X,,.

3.1.5 Megjegyzés: legyenek a p(x)=x"+a;x""'+...+a,_x+a, polinom gydkei o,...,a,. Ekkor a gyokok és
egylitthatok kozotti osszefiiggés a (—1)'a;=6)(aty, ..., o) alakba irhato.

3.1.6 Definici6: p(xy,...,x,) két tagja koziil az legyen lexikografikusan nagyobb, amelyikben az els6, a két
tagban kiilonboz6 kitevén szerepld valtozé kitevdje nagyobb (az egytitthat6tol tekintsiink el):

an

biby b
X1 x> a2 x> kel nt: ay=by, ..., a,_1=by_1,a,> b,

> antireflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv lesz, tovabba barmely két kiilonb6z6 elem 6sszehasonlithat, azaz
> rendezés p tagjain. p vezets tagja alatt a lexikografikusan legnagyobbat értjiik (ez értelmes, mert véges kozott lesz
legnagyobb). Persze R[x;,...,x,] két kiilonboz6 polinomjanak tagjait is Osszehasonlithatjuk. Legyen p>gq, ha p
vezet6 tagja lexikografikusan nagyobb g vezetd tagjandl. Igy részbenrendezést kapunk R[xy,...,x,] felett, melyet
lexikografikus rendezésnek neveziink.

3.1.7 Allitas: ha R nullosztémentes, akkor két R[x;...x,]-beli polinom szorzatdnak vezet$ tagja a két tényezd
vezet$ tagjanak szorzata lesz. (Egyszerd szamolas.)

an

1.8 Allitas: e X1,...,X,) szimmetrikus polinom &=x;'x,%..x," vezetd tagjaban a,>a,>...>a,.

3.1.8 Allit gy pl . trikus pol 152X t6 tagjaban a,>a,>...>a,

Bizonyitas: 1 i<k,a;<a;, ekkor o=(ik)eS,-re
Elolxy...x,))=x1tx02. =yt x i) aeeo (agt x ) = E(x L x)

Mivel p szimmetrikus, a {00 tag is szerepel benne, igy & nem lehet vezetd tag, §.

Tekintsiink most egy q(yy,...,¥,)€R[y1, ..., ] geR[Y1, .., ] polinomot. Megtehetjiik, hogy az y; valtozo helyére
rendre a p;eRy=R[x;...x,] polinomokat helyettesitjiik be, hiszen R<Ry, miatt R[yy,...,y,]<Rylyi,...,y,], tehat g
tekinthet6 R, feletti polinomnak is. Ekkor a g(py,...,p,,) behelyettesitési érték egy Ry-beli polinom lesz. Sét,
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definidlhatjuk az Rlpy,...,p,]<Ry gytrtt is, ez legyen {q(py,...,p,)| 91, .., y)€R, .., y, ]}, tehdt azon Ry-beli
polinomok halmaza, melyek eléllnak a p;-k polinomjaként. A kovetkezé tétel azt mondja, hogy R[6;,...,6,] éppen
az Ry-beli szimmetrikus polinomok halmaza és minden szimmetrikus polinom egyértelmden &ll el R[6,...,6,,]
elemeként.

3.1.9 Szimmetrikus polinomok alaptétele: (1) Vq(yy,...,y,)eR[yy, ..., y,]-re plx;...x,)=q(6;...6,) szimmetrikus

polinomja x;...x,-nek, tovdbba (2) minden peR[x;...x,] szimmetrikus polinom el&all ilyen alakban és az el&allitas
egyértelmd.

Bizonyitas: (1) nyilvanvalo.

(2): Legyen peR[x;...x,] szimmetrikus, X={x;,...,x,}, S=1{6y,...,6,}. Vegyiik az Osszes lehetséges &(X)=[TiL; x>
tagot, amelynek foka legfeljebb degp. Allitsuk Gket lexikografikus sorrendbe és indexeljitk meg Sket ezen sorrend
szerint. (A legkisebb tag indexe legyen 1. Az indexelés megoldhat6, mert csak véges sok ilyen tag van.) Ezutan
nevezzik (xi,...,x,) tetsz6leges, p-nél nem magasabb foka r polinomja indexének a legnagyobb indexd tagjanak
indexét. Az azonosan nulla polinom indexe legyen 0.

ay

Legyen g vezet$ tagja cy-xy'xy%..x,". Legyen ekkor &§=6;""-6,>“-...-6,". Ennek a legnagyobb indexd tagja
azonos p vezetd tagjaval és degdy<degp, azaz q,=p—cy 6, indexét definiadltuk és ez alacsonyabb p indexénél, mert a
vezet6 tag kiesik. Vegytik p,-hez hasonlé médon 6;-et stb. Mivel az index mindig cstkken, idével p,—¢8,=0 lesz.
Ekkor g= Zflo c;9; éppen a keresett feliras.

Most mar csak azt kell belatnunk, hogy ez a felirds egyértelmd. Ez ekvivalens azzal, hogy az azonosan 0
polinom csak trivialisan &ll el§ ¢(S) alakban. Legyen ¢#0 és lassuk be, hogy ¢(6,...,6,)%0.

Egy {=c-6;"6,%...-6," szorzat vezetd tagjaban x; kitevGje >¥ ,o;. Eszerint g(S) két kiilonbozd tagjanak vezets
tagja (X polinomjaként tekintve) lexikografikusan 6sszehasonlithatd, mert valamely x, kitevéjében kiilonboznek.
g(S)-nek legalabb egy tagja van, igy van lexikografikusan legnagyobb vezet6 taggal rendelkezd
C*=c"6/1-65%...-6" tagja. Ennek vezetG tagjat (S) tobbi tagja nem ejtheti ki, igy g(S)=0.

3.1.10 Definicié: egy n-véltozés p polinom (permutéacid)csoportja S, azon részhalmaza, amelyre poo=p. (Ez
val6ban csoport.) Példaul [1;.;(x;—x;) csoportja A, (épp ezzel definialtuk A, -t).

3.1.11 Definici6: n véltozo k-adik hatvanydsszege si(x;...x,)=21 xk.

3.1.12 Tétel (Newton-Waring formulak): ha 1<k<n, akkor sk—sk,161+sk,262—...+(—1)k_1516k,1+(—1)k-k-6k=0, ha
pedig k>n, akkor s,—s,_16,+5;_6,—...+(=1)""s;_,116,_1(~1)"5;_,6,=0.

Ezt k<n-re be is latjuk.

Bizonyitas: tekintsiik p(x)=(x—x;)(x—x,)...(x=x,)=3/o(-1)6;x" 't mint az x véltoz6 R[xy,..,x,] feletti

polinomjat és legyen a,=(-1)6;. Ennek a derivéltja egyrészt ¥|_;(n—i)-a;x""'"', masrészt a szorzat derivaltjanak

képlete szerint Y, [(x —%) Tl (x—2x)) ] =y L Beszorzéssal ellendrizhets, hogy

m=1x-x,,

n-1

- -2
§ A+ x,,)+ . xe(a, g+ a,_ox,, ... +agx,, )+(a,+a, 1x,+... Fax,, )]zp(x)—p(xm) .

(x—xm)[x |
Mivel p(x,,) R[xy,...,x,] nulleleme (az azonosan nulla polinom), a fenti szorzat éppen p(x), igy a zérdjelben ;ﬂ%’m

van, A derivalt két alakja ugyanazt a polinomot adja, azaz minden 1<k<(n-1)-re x" " egyiitthatéja ugyanaz
benntik:

k

k=1, _k k- - k
0=(Zﬁ1=1(ak,lxm+...+a1xm 1+xm))—(n—k)-ak=k-ak+(Zi=11ak,isi)+sk=sk—sk,161+sk,262—...+(—1) L.6,6,4+(-1) k-6,.

Ezt akartuk belatni.

3.2 Diszkriminéans, rezultins

3.2.1 Definici6: vegyiikk egy peK[x] polinomra ng,-<jgn(ai—aj)2—t. Ez a gyokok homogén szimmetrikus
polinomja és pontosan akkor 0, ha van tdbbszords gyok. Mivel nem nulla skalarral valé szorzds ezen a
tulajdonsagon nem véltoztat, ugyanez igaz ag"’z.n(ai—aj)z—re is. Ezt p diszkriminansanak hivjuk és D(p)-vel
jeloljuk.
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3.2.2 Definici6: p(x)=apx"+a,x" ' +...+a,_x+a, és q(x)=bpx"+bx" " +...+b,_x+b; K feletti polinomok rezultinsa
legyen R(p,q)=ayqlcty)-gloy)-...-qlat,). Ez pontosan akkor lesz 0, ha a két polinomnak van kézos gyoke. A rezulténs
n k

képletébe beirva q(x)zbo'l_[]il (x—B;)-t azt kapjuk, hogy R(p,q)=aiby - T i_1(a;—B;). Err6l az alakrol az is kénnyen
leolvashato, hogy R(p,q)=(-1)"R(g,p).

3.2.3 Allitas: R(p,q) annak az AeM,,,(K) matrixnak a determinénsa, melynek els6, masodik ... k-adik sordban
(ag,ay,...,a,-1,a,) van 0-val, 1-el ... (k—1)-el eltolva, a maradék n sorban pedig (by,b;,...,b;_1,b) van 0-val, 1-el ...
(n—1)-el eltolva. A matrix tobbi eleme 0 (Sylvester-féle alak).

Bizonyitas: n szerinti teljes indukciéval. Ha n=0, akkor A egy kxk-as matrix, amelynek &tléjaban a, van,
mindeniitt masutt 0, azaz det(A)zué =R(p,q), hiszen a rezultans ekkor egy iires szorzat ag -szorosa, az iires szorzat
pedig definici6 szerint 1.

Tegyiik fel, hogy az allitas minden alacsonyabb foku p* esetén teljestil és lassuk be, hogy ekkor p-re is teljesiil.

Legyen P*zao'H;:ll (x—ag)=ag- 35 afx"

Ekkor R(p,q)=ay-TT-1q(c)=q(a,) a5 T gloc)=R(p% g)-glat,) . Jeloljiik a,-t a-val. Tekintsiik most az A matrixot.
Mivel p(x)=p*(x)-(x— ), ennek elsé k sora a kovetkezs lesz:

ap aj-apa as—aia Ay 1—0p 20—y & 0 0 0
0 ay i —aho B—-aja ah -5 o —ah o 0 0
0 0 ay at—ajo B—-aja Ay =05 _rx —a5_ 100 0
0 0 0 ay a—apa a—ata Ay -y o —a5_ 10

Adjuk hozza az els6 oszlop a-szorosat a masodikhoz, majd a masodik oszlop o-szorosat a harmadikhoz stb.,
végil az utolsé el6tti oszlop a-szorosét az utolséhoz. Az els6 k sor igy azonos lesz annak a métrixnak az els6 k
soraval, amelyet p*-bol kaptunk, csak van még a végén egy 0 oszlop. Az als6 n sor viszont kissé , elromlott”:

o boo+by bbb, b b kb g(@) ag(a) o' gy o'l
0 by by@by bbby b by q() a2 g
0 0 by bo%+by b +by @by b@ e +by q(@) ag(a)

k-1

0 0 0 bo bo+by by 4botb, . b @4 by g(o)

Vonjuk le a masodik (az eredeti matrixban (k+2)-dik) sor a-szorosat az els6 sorbol, majd a harmadik a-szorosat
a masodikbol stb., végiil az utolsé sor a-szorosat az el6z6bél. gy ez a rész is majdnem ugyanaz lesz, mint R(p*q)
determinansanak megfelels része, csak minden sor végére jott egy 0 és lett még egy sor, aminek a végén g(a) van.
Az utols6 oszlopban csak ez az elem nem 0. Ezen oszlop szerint kifejtve det(A)-t és felhasznalva, hogy a fellépd
aldeterminans az indukci6s feltevés szerint R(pq):

det(A)=a,; . det(A, . ,i)=q(a)-R(p’,q)=Rlp,q).
Ezzel az allitast belattuk.
3.2.4 Allitas: R(p,p')=a, D(p)-(-1)*""".
Bizonyitas: p'(x)=ag 21 [l (x—0;). x=a; esetén ennek az Osszegnek csak a k-adik tagja nem nulla, igy
p'(ow)=ap 11z o). Ez alapjan

R(P,P')=1161_1'HZ=1P'(0(1<)=u3'l-H}?=1 (%'Hi#k(%‘ O{i)):agn_l'(_l)%n(n_l)'niq(O(i_ ij)zl

2 z

kész vagyunk. Az el6z6 allitas segitségével a diszkriminanst is megkaphatjuk determinans alakban:

1 a a,_1 a, 0 0 0
0 ag a a1 a, 0 0
: : B B - - - : n-1sor
: 0 0 ag M ay_q a, 0
( )7”(”’1) ’ in(n-1) 0 0 0 ap G} Ay ay
D(p)= a, 'R(p,P )z(_l)z det n (n-1)a; - 2a, , a4, q 0 0 0
0 nag (n-1jap - 2a, 5, 4,4 0 0
: ) - - . : n sor
0 . 0 nay (n-Lyay .. 20,5 Ay 0
0 0 0 nay (n-1)ja; .. 2a, »  a,1
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A rezultanst igen jol lehet hasznalni magasabb fokd egyenletrendszerek megoldasdra. Legyen az
egyenletrendszeriink p(x,y)=0,4(x,y)=0, ahol ezek K[x,y]-beli polinomok. Tekintsiik most a két polinomot mint x
polinomjait K[y] felett. Legyen ezen két polinom rezultansa r(y)eK[y]. Azon y=f értékek mellett van megoldas,
melyeknél p,-nak és g,-nak mint x polinomjanak lesz kozos gyoke. Ez majdnem ekvivalens azzal, hogy #(8)=0.
Azért nem egészen, mert ha mind p,(x), mind g,(x) fGegytitthat6-polinomjénak gycke o, akkor a rezultans els6
oszlopaban csupa 0 lesz, igy a determindns mindenképp 0 és semmit nem mond a kozos gyok létezésérsl. Ha
legalabb az egyiknek nem gyoke, akkor mar ekvivalens a két feltétel, azaz elég megkeresniink r(y) gyokeit és
azokra megkeresni a megfelels x értékeket (persze egyhez lehet tobb is, de mindhez lesz legalédbb egy). Igy a
feladatot visszavezettiik egy egyvaltozos polinom gyokeinek megkeresésére.

3.3 Komplex test feletti polinomok gyokeinek megkeresése

3.3.1 Els6fokia polinom megoldasa: ax+b=0 (a#0). Megoldasa x=—2.
3.3.2 Masodfoku polinom megoldasa: ax’+bx+c=0 (a=0).

Osszunk le a fegyiitthatoval (ezt a jovében automatikusan megtesszuk) x*+px+g=0. Ezutan bontsuk egy
els6fokt polinom négyzete és egy komplex szam sszegére: (x+}i) +q—(5 =0 < (x+]‘2’—)2=(}21)2—q. Tudjuk, hogy egy
z komplex szamnak pontosan két négyzetgyoke van, melyeket ++z-vel jelsliink (a nullanak csak egy van, de ez

lényegtelen). Eszerint a megoldashalmaz a kovetkezs: {-2-+/(8)°—q,-2+V(5)~q}, az eredeti egyiitthatokkal

—b+\b?—4ac
2a :

3.3.3 Harmadfok polinom megoldasa: x’+ax’+bx+c=(x+%P+(b—2)(x+%)+(c—L+2)  Ezen atalakitasbol
latszik, hogy elég az x°+px+q=0 alaku egyenleteket megoldanunk.

Keressitk a  megoldasokat u+v  alakban.  Tudjuk, hogy (u+v)P=u’+0°+3uv(u+v), azaz
(u+0)=3uv(u+v)—(u>+0°)=0. Ebben az a j6, hogy ha talédlunk egy u,v pérost, amire p= -3uv és g= —(u*+9°), akkor
azok jo megoldast adnak. Ha Valamely u,v parosra ez fennall, akkor ezekre u v =—(§ ). Ebb6l és a masik
feltételbsl kovetkezik, hogy u°,v° a z°+gz— (& J’=0 egyenlet gyokei, azaz —1+v (% . Eszerint

u=N-+V (@GP 0=V-4-V (9]

A kobgyoknek 3 értéke lehet, ez tehat dsszesen 9 megoldést adna, de ezek csak a gyengébb u’v’= —(%)3 feltételt

elégitik ki. Az er6sebb p=-3uv feltételhez minden egyes u értékhez pontosan egy megfelel§ v érték tartozik.

Vélasszur\k ki egy teljesen j0 u,v pérost. Ekkor a megoldasok: x;=u+v; x2=£3‘u+g32-v=—%(u+v)+i(u v);

Xy=EX U+Es v———(u+v)—£(u v). Mivel taldltunk harom gyokot, megtaldltuk az Osszeset. Ha esetleg tobb

megoldas egybeesik, akkor is, mert pont j6 multiplicitdssal fognak szerepelni, de ezt most nem bizonyitjuk.

Sajnos van egy apro6 probléma a fenti képlettel. Ha ugyanis egy olyan harmadfok polinom gyokeit szamoljuk ki
vele, amelynek harom valés gyoke van, akkor azokat a gyokoket felettébb visszataszité alakban, komplex szamok
kobgyokeinek osszegeként kapjuk meg. Vizsgaljunk most meg kozelebbrsl egy valos egyiitthatos x°+px+q
polinomot. Legyen d=(£)*+(4)°. Ha d>0, akkor a kiilonb6z6 gyokvonasok jol definidltak a valés szamok felett, igy
nyugodtan frhatunk u=3/~2+Vd;0=3/-4-Vd-t és a gyokok x=u+veR; x,;=—2(u+0)+2(u—0)gR mert
u#v = (u—v)#0. Ha d=0, akkor u=v = x,=x;=—1(u+v)eR, azaz a két valos gyok egyike kétszeres gyok.
(Mellesleg az egyszeres gyck —34q, a masik —3\@. Ha g és d is 0, azaz p is 0, akkor a 0 hdromszoros gyok. Ha d<0,
akkor

u'= =i =G-8 = || =V ReXw)+ Im [ =V (3P~ (3P~ = r=|u|=V-%

Mivel uv=-%, u és v egymas konjugaltjai. Ha u=a+bi, akkor a gyokok x;=2a és x,;=—a+by3. Ha u
trigonometrikus alakja r-(cos ¢+i-sing), akkor a gyokok x;=2r-cos¢ , x, 3=2r(cos ¢£120°) alakba irhatoak.

3.3.4 Negyedfoki polinom megoldasa: x*+px*+gx+r=0.

A megoldasokat x=u+v+w alakban keressiik. Felhasznalva, hogy [(u+v+wf—(u?+0 +0 ) =4(uv+vw+wu)?, az
alabbi egyenl&séghez jutunk:
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(u+v+w) '~ (ut+v+w)> 21+ v+ )+ (1 + v+ w?) =41 0+ v’ wu?) + 8uvw(u+v+w)
x*-26,(u?, v*, w?)-x*+ 67 =46,+8uvw-x
x4—261'x2—8uvw-x+6f—462=0
Elég tehat talalnunk olyan u, v w szémokat, melyekre 61(u2,02,w2)= —}21, 62=’]21’%, Uuvw= —-‘SL. A legutolso feltételt
gyengitve azt kapjuk, hogy 6;=u’vw’=2%. L Igy pont akkor teljesiilnek a feltételek, ha u’, 0t w’ a

Ar 2
2°+z }21+zp— #=0

egyenlet - a harmadfokd rezolvens - harom gycke. Az igy kapott értékek mindegyikének két -két négyzetgyoke
lesz, azaz 6sszesen 8 megolddsharmast kapunk, melyeknek azonban a fele hamis gyck, mert az egyik felében
uvw=% lesz —% helyett. Ha a rezolvens gyokeit zj,z,,z3-al jelolve vz;,Vz,,vz; j0 megoldast adnak, akkor a
megoldasok: x,=vz;+Vz,+Vz3, X,=Vz1=Vzo—Vz3, 3= =21+ V2o~ Vz3, 4= 21— V2o +Vz;.

3.4 Valos egyiitthatos polinomok gyokei

Legyen p(x)=x"+a,x" " '+...+a,_x+a,eR[x].
3.4.1 Allitas: ha |x| >3 |a;| és |x|>1, akkor x nem gydke p-nek.
Bizonyitas: 1 egy ilyen x mégis gyok. Ekkor |x"|=|p(x)—x"|=|Zyar x| <ZLy a| - |x" 7| < Ty |4 |27 . Az

n—1|:|xn

x-re tett feltevés szerint ez kisebb, mint |x|-|x , osszefoglalva |x"|<|x"| 4. Ez a becslés komplex

egyliitthatés polinom komplex gyokeire is fennall.

3.4.2 Allitas: ha egy valés x-re x>1+V|a,| x>1+|a,|, akkor p(x)>0, ahol r az elsS negativ egyiitthaté indexe,
a;, pedig a legnagyobb abszolutértéki negativ egytitthato.

Blzonyltals tegyiik fel, hogy x>1+V|a|. Ekkor x"'(x-1)>(x-1)">|a,| = x"(x-1)>|a|-x""*". Eszerint
1_21 r( ) = (Z,:,a,x” l)flgy

plx)=x"+3ax" > x"— (=3, ax")>0.

x >|”k|

Ekkor x nem lehet gyoke p-nek.

3.4.3 Lemma: legyen x, a p valds egyiitthatés polinom r-szeres gyoke (r>1). Ekkor van olyan kis h pozitiv
valos szam, amelyre p(x) és p'(x) elGjele az (x,—h, x) illetve (xy, xo+h) nyilt intervallumokon alland6 és a két elgjel a
masodik intervallumon azonos, az elsén nem. (Azaz x, el6tt p(x) és p'(x) elGjele kiilonbsz6, utana azonos.)

Bizonyitas: a derivalt definici6jabol kiszamolhato, hogy p(x+d)=p(x)+p'(x)-d ép”( ): d2+...+%p(”"(x)-d". Mivel
Xy r-szeres gyok, p(xo+d)-t igy felirva mint d polinomjat, az els6 r egyiitthato (d°,d",...,d"" egyiitthat6i) 0 lesz, a
kovetkezs: s,==p"(x,) viszont nem. Azaz p(xo+d)=2?:,%p (xo)-d" és hasonléan p (x0+d) Y ,ﬁp( (xp)-d"™". Ha d
abszolutértéke elég kicsi, akkor ezen 0sszegek elGjelét az elsé tag elSjele donti el, mert a tobbi tag elhanyagolhat6
lesz hozza képest. Tehat valamely kis pozitiv h-ra 0<|d|<h esetén p(x,+d) ill. p'(x,+d) elSjele azonos s,-d” ill.
s,-d"" elgjelével, tehat x, el6tt (d<0) valoban kiilonbozéek, utana (d>0) pedig azonosak.

3.4.4 Definici6: egy p(x)eR[x] polinom Sturm-lanca az aldbbi, polinomokbél &ll6 sorozat: py=p,p1=p’,
tovéabbi elemeket maradékos osztassal kapjuk meg: p(x)=gi(x) pri1(xX)—pii2(x) mindaddig, amig van maradék. Ha
Pum+1lx) az azonosan 0 polinom lenne, akkor a lancot p,,-nél befejezziik. A polinomokat gyakran olyan pozitiv
konstanssal megszorozva adjuk meg, hogy a f6egyiitthatéja +1 legyen. (A Sturm-lanc polinomjainak igazan csak a
kilonboz6 behelyettesitési értékekhez tartozo eldjelei szdmitanak, igy ez megengedhet6.) Mivel ez majdnem az
euklideszi algoritmus polinomjait adja, két szomszédos p; kozos gyokei mindnek gyokei, specidlisan p-nek és p’
-nek is, azaz tobbszoros gyoke p-nek.

3.4.5 Definici6: egy rogzitett p(x)eR[x] polinomra és x, valés szamra - ami nem gyoke p-nek - w(x,) legyen az
elgjelvéltasok szama az p(xo), p1(xo), ..., Pulxo) sorozatban. Ez jol definialt érték lesz. (A két széls érték nem lesz 0,
mert x, nem volt gyoke p-nek, azaz nem gyoke p,,-nek sem, ami p és p' legnagyobb koz6s osztéja. A kozbiilsé
nulldk nem zavarnak minket: pl. (1,0, -1)egy, (1,0,0,1) nulla elGjelvéltast ér.)

3.4.6 Definici6: egy polinom értéke a végtelenben a kovetkezd: paros fokura mindkét végtelenben a
féegytitthatoval egyez6 elGjeld végtelen, paratlan foktra plusz végtelenben ugyanez, minusz végtelenben az
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ellentettje. A konstans polinomok persze a végtelenben is a konstanst vegyék fel. (Ez igy egytitt aranylag logikus
definici6.) Ez alapjan tudjuk értelmezhet6 w(+oo) is.

3.4.7 Sturm-tétel: egy p(x)eR[x] polinomra és (a,b)eRU{—o0,+oo};a<b szamokra - melyek nem gytkei - a
valos gyokok szama (multiplicitas nélkiil) az [a,b] zart intervallumon w(a)—w(b).

Bizonyitas: az elGjelvaltasok szama csak olyan pontnal valtozhat, ahol valamelyik p, elgjele valtozik, ez pedig
csak p, gyokeinél torténhet meg. (Ez némi magyardzatra szorul. Legyenek egy p valds egytitthatés polinom valés
gyokei ry,1,,..., 1., komplex gyokei - melyek, mint tudjuk, konjugalt parokbdl allnak - z,,Zz,...,z,,Zz,. Ekkor
p(x)=ay- Tl(x—r)- TI[(x—2z)(x—Z)]=ao TT(x—7;)- TI[(x~Re z)*+Im’z]. A mésodik szorzat minden val6s x-re pozitiv, azaz
p elGjelét az els6 szorzat és a, elGjele hatarozza meg, tehat a polinom behelyettesitési értékének elGjele valéban csak
a gyokoknél valtozhat.)

Vizsgaljuk meg elGszor azokat az «a értékeket, melyek valamely p,-nak gyokei, de p-nek legfeljebb egyszeres
gyokei. A Sturm-lanc definiciéjanal mondottak miatt a-ban sem p;_;, sem p;,; nem lesz 0, azaz kicsivel el6tte ill.
utana sem. py_1(a)=q;_1(o)pila)=pri1(a)=0—pyi1(a) miatt ezek elGjele o kozelében kiilonbdzs. Azaz barmi legyen is
pilx) elGjele a kornyezetében, p;_(x), pi(x), prs1(x) kdzott pontosan egy elGjelvaltas van = az elgjelvaltasok szama
ezen elemek kozott nem valtozik o-ban. Az sem zavar minket, ha o esetleg tobb p,-nak is gydke, mert ezek nem
lehetnek szomszédosak, azaz az elGjelek megvaltozdsai nem zavarjdk egymast. Két olyan polinom kozott,
melyeknek a nem gyodke, nem torténik semmi.

Ha o egyszeres gyoke p-nek, akkor - mint nemrég belattuk - o-nal egy elGjelvaltas ,elvész” p és p’ kozott.
Marad még az az eset, amikor o r-szeres (r>2) gydke p-nek. Ekkor minden p,-nak legaldbb (r—1)-szeres gytke.
Legyen p(x)=(x—a)"
Ez azért igaz, mert a gy-nak egyszeres gyoke, g,-nek nem gyoke és a tovabbi elemeket tigy kapjuk gy, 4;-b6l, mint

-gilx). Azt allitjuk, hogy a gi(x),...,q,(x) sorozat elgjelvaltdsainak szdma nem valtozik a-ban.

egy Sturm-lanc elemeit. A g, és g, kozotti elGjelvaltdsokra tehat ugyanazt elmondhatjuk, amit arra az esetre
elmondtunk, amikor « egyszeres gyoke volt p-nek. Ha (r—1) paratlan, akkor p,(x)=(x—a) '-g{x)-ben o el6tt
pi(x),...,pu(x) elGjele a megfelels g-sorozat elGjeleinek ellentettje, paratlan (r—1)-re o utan vagy péaros (r—1)-re a
kozelében a két sorozat elGjelei megegyeznek. Az elgjelvaltasok szama o kozelében tehat ugyanaz az p;(x), ..., p,,(x)
és a qy(x),...,q,(x) sorozatban, azaz nem véltozik a-ban. p, és p; kozott tobbszoros gyoknél is elvész egy
elgjelvaltas.

Osszefoglalva: p gyokeinél az elGjelvéltasok szama eggyel csokken, mashol nem valtozik. Ezzel az allitast
belattuk.

3.4.8 Allitas: ha f(x)=Y}_ax" “cZ[x] és valamely p,q relativ primekre f£)=0, akkor qlay és pla,.

Bizonyitas: a feltételek szerint agp"+a;p" 'g+...+a,_1pq" " +a,q"=0 oszthat6 p-vel és g-val is. Az els6 tagon kiviil
minden tag oszthaté g-val, tehat az els6 tag is oszthaté g-val, azaz q|ap”. Ha p és q relativ primek, akkor ebbél
kovetkezik, hogy q|a,. Az allitds masik fele ugyanigy jon ki.

3.4.9 Kovetkezmény: egy 1 fegytitthat6ji egész egytitthatds polinom minden racionélis gyoke egész.

3.4.10 Definici6: aeC algebrai, ha van olyan egész egyiitthatos polinom, aminek gyoke. Az algebrai szamok
testet alkotnak, amelyet A-val jeloliink. Ennek megszamléalhat6 sok eleme van, mert csak megszdmlalhato sok egész
egytitthatés polinom van. o algebrai egész akkor, ha van olyan egy féegyiitthatés egész egyiitthatés polinom,
aminek gyoke. Az algebrai egészek halmaza Q. A nem algebrai szdmokat transzcendensnek hivjuk.

3.4.11 Definici6: az f(x)eZ[x] polinom primitiv, ha sszes egyiitthatéjanak legnagyobb kozos osztdja 1.

3.4.12 Allitas: két primitiv polinom - f(x)=Yj_oax" ™" és glx)=3] obx" " - szorzata is primitiv.

Bizonyitas: 1 valamely p prim a szorzat - h(x)=Y/""cx"*""' - minden egyiitthat6jat osztja, de g-nek és h-nak is

van olyan egyiitthat6ja, amit nem oszt. Legyenek a legkisebb indexd ilyen egytitthatok a, és b,. Ekkor
p‘cﬁt:ZM:ﬁtakbl. Ebben az 6sszegben minden tagban van s-nél kisebb indexd a, vagy t-nél kisebb indexd b,
kivéve ab;-t. Eszerint az 6sszes tobbi tag oszthaté p-vel és az 6sszeg is, tehat a kimaradé ab, is. Ha p prim osztja
két egész szam szorzatat, akkor valamelyiket osztania kell, amit kizartunk. Ellentmondasra jutottunk, tehat h
koteles primitiv lenni.

3.4.13 Allitas: az fprimitiv polinomot megszorozva a £eQ szammal pontosan akkor lesz primitiv, ha £=+1.
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Bizonyitas: feltehetjiik, hogy (p,g)=1,9>0. Ha g nem 1, akkor van olyan primosztdja, ami nem osztja f egyik a;
egytitthat6jat és akkor £-a, nem lesz egész. Ha q=1 és p nem +1, akkor p osztani fogja az egyiitthatokat és nem
lesznek relativ primek. Az nyilvanval6, hogy minden Q[x]-beli polinom megszorozhat6 olyan LeQ-val, hogy
primitiv legyen. A most belatott &llitas szerint ez a szam az elgjeltdl eltekintve egyértelmd.

3.4.14 Allitas: ha f(x)eZ[x] felbomlik két alacsonyabb fokt racionalis egyiitthatés polinom szorzatara
(felbomlik Q[x]-ben), akkor felbomlik két egész alacsonyabb foku egyiitthatos polinom szorzatéra is (felbomlik
Z[x]-ben).

Bizonyitas: osszuk le f-et egyiitthatoi legnagyobb kozos osztéjaval. Ez tovabbra is felbomlik Q[x]-ben. Ha
belétjuk, hogy felbomlik Z[x]-ben is, akkor mar kész is vagyunk. Elég tehat primitiv polinomokra beladtnunk az
allitast. Legyen Q[x]-ben f=g-h. Szorozzuk meg g-t és h-t ugy racionélis szamokkal, hogy primitiv polinomokat
kapjunk. Ezek szorzata is primitiv és f skalarszorosa. Az el6z§ allitas szerint ez a skalar csak +1 lehet, tehat f vagy
—f felbontasat kaptuk Z[x]-ben, igy a keresett felbontas létezik.

3.4.15 Schénemann-Eisenstein kritérium: ha az f(x)=Y/,ax"'eZ[x] polinomra van olyan p prim, hogy
play; play,...,a,; p*{a,, akkor f irreducibilis (nem bomlik fel) Z[x]-ben.

Bizonyitas: 1 f felbomlik (¥ bax" )3 cx™ ) alakban. Ekkor a,=bc, miatt by,c, koziil pontosan az egyik
oszthat6 p-vel, példaul c,,. Ekkor a p|an_1=(bk_1cm)+bkcm_1 Osszegnél a zardjelben 1év6 tagok oszthatdak p-vel, az
utolsé szorzatban pedig b, nem oszthaté p-vel. Akkor viszont ¢, ; oszthaté p-vel. Ezt folytatva
pla,_o=b_2Cp+by1Cpn1)+bic,-, miatt c,,_, is oszthatd p-vel stb., végil p|a,=(...+b_oc,+b,_1c;)+bc, miatt ¢, is
oszthat6 p-vel. Ekkor viszont a,=byc, is oszthato p-vel, §.

Persze ugyanez a helyzet, ha a tétel feltételei kozott a, és a, szerepét megceseréljiik.

Kovetkezmény: x"—p irreducibilis.

3.4.16 Kovetkezmény: a p-edik korosztasi polinom, (Dp(x)=xp,:{ L=x?24+x" 2+, +x+1 felbonthatatlan (peZ*

prim). Ugyanis f(y)ztl)p(y+1)=¢=y”"l+(’i’)-y”"2+...+(pfz)-y+(pfl) irreducibilis lesz, tehat @,(x) is az.
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