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4. Jordan-féle normalalak

4.1 >-matrixok; kanonikus diagonalis alak, invarians osztok, elemi osztok

4.1.1 Definicio: M,(K[A]) elemeit (K tetszSleges test) A-matrixoknak hivjuk.

Legyenek M, (K[A]) elemei felett az , elemi transzformaciok” a kovetkezok:
- a matrix egy sorat vagy oszlopat megszorozzuk egy K-beli (nem nulla) elemmel,
- amatrix egy sordhoz (oszlopahoz) hozzdadjuk egy masik sor (oszlop) c(A)-szorosat, ahol c(A)eK[A].

4.1.2 Definici6é: az F,G A-matrixok ekvivalensek (F~G), ha véges sok elemi transzformaciéval egymasba
vihet6ek. Ez ekvivalencia-relaci6 lesz. Ugyanis nyilvan reflexiv és tranzitiv, a szimmetria pedig abbél kovetkezik,
hogy elemi transzformacidk inverzei is elemi transzformaciok.
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4.1.3 Megjegyzés: a sor- és oszlopcsere elG4ll elemi transzforméciok kompozicidjaként. Példaul az u és v sorok
cseréje: (u,v)—(u,v+u)—(—v,v+u)—(-v,u)—=(v,u).

4.1.4 Definicié: egy A-matrix kanonikus diagonalis alakd, ha féatlon kiviili elemei 0-k, az atlén 1lévé
a1(A),ax(A), ..., a,(A) elemek mindegyike vagy azonosan 0 polinom, vagy 1 a féegyiitthatoja, tovabba minden atléelem
osztja a kovetkez6t (mint polinom).

4.1.5 Tétel: minden ekvivalencia-osztalyban legalabb egy kanonikus diagonalis elem van.
Bizonyitas: n=1 esetén az allitas trivialis.

Legyen most n>1 és legyen A egy nxn-es A-méatrix. Ha minden eleme 0, akkor kanonikus diagonalis. Ha nem,
akkor vegyiink a vele ekvivalens matrixok koziil egy olyat, amiben a bal fels6 elem a lehet6 legalacsonyabb fokd,
de nem azonosan 0. Legyen ez a matrix B, bal fels§ eleme f(A) és legyen az els6 oszlop egy masik eleme g(}).
Osszuk el g(A)-t maradékosan f(A)-val (megtehetjiik, mert K test): ¢(A)=q(A)-f(A)+7(A), ahol r egy f-nél alacsonyabb
fokt vagy azonosan 0 polinom. Vonjuk le g sorabdl az elsé sor g-szorosét és cseréljiik fel ezt a sort az elsével. Igy a
bal fels6 elem r lesz, a kapott méatrix pedig ekvivalens B-vel, mert 1épéseink elGallnak elemi transzforméciok
kompoziciéiként. f minimalitdsa miatt » nem lehet alacsonyabb fokti nem 0 polinom, tehat #(A)=0. Eszerint B-ben
az els6 oszlop - és hasonléan az elsd sor - minden eleme tobbszorose f-nek. Az elsé sor ill. az els6 oszlop megf elel6
tobbszorosét levonva a tobbi sorbdl ill. oszlopbdl az elsé sor ill. oszlop tobbi eleme 0 lesz és a kapott C matrix is
ekvivalens lesz A-val. Legyen az els6 sor és oszlop elhagyasaval C-ben keletkezd részmatrixot D, egy tetszdleges
eleme h(}). Ennek a sorat hozzdadva az els6 sorhoz (C-ben) az els6 sorban megjelenik h(}), tehat a fenti
meggondolas alapjan / is tobbszorose f-nek. Eszerint D minden eleme t6bbszorose f-nek.

Ezutan vegyiik a D matrixot. Ennek elemi transzformdacioit tekinthetjiik C elemi transzformaciéiként is, merta C
els6 oszlopdban és elsé soraban 1évé csak 0 elemek vannak (a bal fels6 elem kivételével), igy D elemi
transzformdciéi nem valtoztatjdk meg C D-n kiviili elemeit. D-re alkalmazva az indukciés feltevést azt kapjuk,
hogy ekvivalens egy E matrixszal, amely kanonikus diagonélis. Beirva ezt D helyére tovabbra is A-val ekvivalens

matrixot kapunk.

A D matrix minden eleme f tobbszordse volt és elemi transzformaciokkal ezt nem tudjuk elrontani, tehat E
elemei is tobbszorosei. Az els6 sort leosztva f féegytitthatéjaval kanonikus diagondlis matrixot kapunk, amely
ekvivalens A-val.

Most azt akarjuk belatni, hogy ha két kanonikus diagondlis matrix ekvivalens, akkor azonos.

4.1.6 Definici6: egy A-métrix k-adrendd minorja alatt egy kxk-as részmatrixanak determindnséat értjiik (ez egy
A-polinom). D,(A)-val jeloljiik egy A-matrix dsszes k-adrendd minorjanak legnagyobb kozos osztojat. (Test feletti
polinomokra ez létezik.) Az egyértelmtiség kedvéért D;(A)#0 esetén a fGegyiitthatot valasszuk 1-nek.

Megjegyzés: D;(A)=0 < k nagyobb a A-matrix rangjandl. Ugyanis pontosan ekkor lesz minden kxk-as minor
0.
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4.1.7 Lemma: ha két A-matrix ekvivalens, akkor mindkett6nél ugyanazokata D,(A) polinomokat kapjuk.

Bizonyitas: elég belatni, hogy elemi transzformaciok nem véltoztatjak meg D;(A)-t, amihez elég, hogy egy elemi
transzformécio utani 4j Di(A) tobbszorose az eredeti Dy(A)-nak. (Az inverz transzformécio is elemi transzformacio,
igy Dy(}) is tobbszorose lesz, Di(A)-nak, féegyiitthatoik egyenlSek. Ekkor a két polinom azonos.)

Legyen a A-matrix F. Sor vagy oszlop nem nulla konstanssal valé szorzasa egy minort legrosszabb esetben
konstanssal szoroz, de az osztéin nem valtoztat. Az i-edik sorhoz a j-edik sor c(A)-szorosat adva egy k-adrendd
minorral az alabbi harom dolog torténhet:

- a minorhoz tartozé A részmatrixban nem szerepel a j-edik sor; ekkor a minor nem valtozik, oszthaté6 marad
Dy(A)-val.

- mindkét sor szerepel A-ban; ekkor A-ban egy sor c(A)-szorosat adtuk egy masikhoz, amit6l a determinansa -
a minor - nem valtozik.

- csak a megvaltozott sor szerepel A-ban. Legyen ekkor A; az eredeti minorhoz tartozé matrix (ennek
determindnsa oszthat6 Dy(A)-val), A, pedig az a matrix, amit ugy kapunk, hogy ebben az F j-edik soranak
megfelelS sor helyére az i-edik sornak megfelels sort irjuk. A, a sorok sorrendjétél eltekintve F egy minorjanak
matrixa lesz, tehat c(A)-det(A,) oszthat6 lesz Dy(A)-val. Az A, A, A, matrixok egy soruktol eltekintve azonosak,
abban a sorban pedig az A-ban 1évé sor az A,-ben 1év6 sor c(A)-szorosanak és az A;-ben 1évé sornak az dsszege,
azaz det(A)=det(A;)+c())-det(A,). A jobb oldal tobbszordse Dy(A)-nak, tehat a bal is. Ezt akartuk belatni.

4.1.8 Kovetkezmény: ha két kanonikus diagonalis matrix ekvivalens, akkor azonos, azaz minden
ekvivalencia-osztalyban legfeljebb egy kanonikus diagonalis elem van.

Bizonyitas: azt latjuk be, hogy ha egy F kanonikus diagonalis matrix k-adik &tléeleme d;(A), akkor
(1) di(A)=D4(A) és 1<k<n-re DyA)=di(A)-Dy_4(A), tovabba (2) D;_;(A)=0 esetén d;(A)=0.

(1) Mivel F diagondlis, egy nullatél kiilonb6z6 k-adrendd minorja csak olyan lehet, amelyekben a részmatrix
sorait és oszlopait szimmetrikusan vélasztottuk. Ezek diagonalis matrixok, melyek atléelemei az F atldelemei koziil
valok. Egy ilyen részmatrix determindnsa a kivélasztott elemek szorzata. Ha épp az els6 k oszlopot és sort
valasztottuk ki, akkor ez a szorzat Hi-;l dA), kiillonben ennek tobbszorose, hiszen minden dj(A) osztja az uténa
kovetkezbeket. Igy Dy(A)=TT.,d()), ebbdl kovetkezik (1).

(2) Ha D,_4(\)=0, akkor a Dy(A)=IT",d{(}A) képletbSl K[A] nullosztomentessége miatt valamely i<(k—1)-re
di(A)=0. d{}) osztja di(A)-t, azaz di(A)=0.

4.1.9 Definici6: az AeM,(K[A]) A-maétrix invaridns oszt6i — d;(A),dy(A),...,d,(A) - az A-val ekvivalens kanonikus
diagonalis matrix atléelemei. Nyilvan det(A)=c-D,(A)=c-ITi-1d\(}), ahol c a det(A)eK[A] polinom fSegyiitthatoja.

4.1.10 Allitas: egy A-matrixnak pontosan akkor van inverze, ha determindnsa nem n ulla konstans.

Bizonyitas: a determindnsok szorzasi szabalya értelmében eleve csak olyan matrixok lehet inverze, melynek
determinansanak van inverze K[A] felett, tehat nem nulla konstans. Ha viszont det(U)=UeK~{0}, akkor vegyiik az
U elgjeles aldetermindnsaib6l képzett matrix transzponaltjat, U*-ot. Akar a tisztességes matrixoknal, itt is
U-U*=I-U. Eszerint U*-U"" épp a keresett inverz matrix. Invertalhaté matrixok szorzata is invertalhato.

4.1.11 Lemma: minden elemi transzforméacidohoz létezik olyan invertalhaté A-matrix, amellyel egy tetszéleges
(persze azonos méretti) A-matrixot valamelyik oldalrél megszorozva éppen azt teszi, amit a transzformacio.

Bizonyitas: Vegyiik azt a diagondlis matrixot, melyben az i-edik 4tléelem aeK~{0}, a tobbi 1. Ez egy
invertdlhaté6 matrix lesz, amellyel balrdl szorozva egy A-matrixot az i-edik sora o-szorosara véltozik, a tobbi
valtozatlan; jobbrol szorozva az i-edik oszlop lesz az eredeti érték a-szorosa és a tobbi véltozatlan. Legyen most
i#], a T matrixban pedig legyen minden atléelem 1, t;=c(}), a tobbi elem pedig 0. Ez is invertdlhat6 matrix, hiszen
determinansa 1. Kénnyen ellendrizhetéen az A—T-A transzformaci6 az A métrix j-edik sordhoz az i-edik sor c(A)
-szorosat adja, A—A-T' pedig a j-edik oszlophoz adja az i-edik oszlop c()A)-szorosat. Ezzel minden elemi
transzformdciéhoz taldltunk megfelel6 invertalhaté matrixot. Ha még a masik oldalrél szorzunk az
egységmatrixszal, akkor minden elemi transzformaciét le tudunk irni A~—T;-A-T, alakban, ahol T;,T,
invertalhaté A-matrixok.
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4.1.12 Allitas: az A és B A-matrixok pontosan akkor ekvivalensek, ha léteznek olyan P,Q invertdlhat6
A-métrixok, melyekre B=PAQ.

Bizonyitas: legyenek elGszor A és B ekvivalensek, az A—B elemi transzformécio-sorozat legyen (t);_;.
Minden f;-hoz talalhatunk 4.1.11 alapjan olyan P, Q, invertalhat6 matrixokat, hogy f, épp az M—P-A-Q;
transzformacié. Ekkor - hiszen a matrixszorzas asszociativ - B=A#t,...t.=P,...P,P;AQ;...Q.=(ITP,)-A-(T1Q,).
P=([1P,), Q=(I1Q,) éppen a keresett invertalhaté A-métrixok.

Legyen most B=PAQ. Invertalhat6é matrixra D,(A)=1, mert a determindnsa nem 0 konstans. Eszerint minden
invaridns osztéja 1, igy ekvivalens az egységmatrixszal. A fenti moédon irjuk at P-t ([1S,)-I-(IIT,) és Q-t
(ITY,,)-1-(ITV,,)alakra, ahol ezek elemi transzformaciok matrixai. Ekkor ([1S,)(I1Ty)-A-(ITU,)(I1V,,) megadja az A-t
B-be viv§ elemi transzformaciokat.

4.1.13 Definicié: vegyiink egy f(A\)eK[A] nem konstans polinomot. Irjuk fel f(A)=a,[1e*(})alakban, ahol az
&(A) polinomok péronként kiilonb6zs, K felett irreducibilis, 1 f8egytitthatéju polinomok, az n; kitevék pedig
pozitiv egész szamok. Ekkor f()) elemi osztoi az &%(A) polinomok; &*(A)-t-t az g(A)-hoz tartozé elemi oszténak
hivjuk. A konstans polinomoknak nincsenek elemi osztéi. (Lehetne a 0-nak a konstans 0, a tobbinek a konstans 1
polinom, ha nagyon akarndnk - nem akarjuk nagyon.) Egy A-matrix elemi osztéi alatt invarians oszt6i elemi
osztéinak Osszességét értjlik; ha egy elemi oszt6 tobb invarians oszténdl is el6fordul, akkor tobbszor is soroljuk fel.

Példaul ha az invarians oszték 1,, A2(A+1),A((A+1)%,0 és 0, akkor az elemi 0sztéi A, A%, A%, (A+1), (A+1)%.

Az elemi osztok szorzata D,(}), ahol r a matrix rangja, hiszen minden nem 0 invarians oszt6 egyenld a bel6le
kapott elemi osztok szorzataval. Specidlisan, ha a A-matrix determindnsa nem 0, akkor a fegytitthatotol eltekintve
az elemi osztok szorzata.

4.1.14 Allitas: egy A-matrixot az ekvivalencia erejéig egyértelmien meghataroz a mérete (1), a rangja (r) és
elemi osztéinak listéja.

Bizonyitas: azt kell belatni, hogy az invarians osztékat egyértelmtien meghatarozzak. Tudjuk, hogy pontosan
az r-nél nagyobb indexd Di(A)-k lesznek 0-k. Pontosan ekkor lesz d,(A)=0. Most mér elég dy(A),...,d,(A)-val
foglalkoznunk.

Ha egy d,(A)-nak oszt6ja £°(A), akkor minden tovébbinak is oszt6ja a kanonikus alak szerkezete miatt. Vegyiik
minden (el6forduld) &(A)-ra a listan szerepl6 hozza tartozo elemi osztok koziil az egyik legmagasabb fokut. Ezek az
el6z6 megjegyzés szerint osztjak d,(A)-t. Masrészt d,(A) minden elemi oszt6ja szerepel a listan, azaz az imént
kivalasztott elemi osztok épp d,(A) elemi osztoi, d,(A) pedig ezek szorzata. Ezeket torolve a listar6l ugyanezen a
médon kapjuk d,_4(A)-t az azonos &(A)-hoz tartozé maximalis kitevsji elemi osztok szorzataként stb. Igy
egyértelmden megkaptuk a matrix kanonikus alakjat és épp ez volt a célunk. (Persze egy matrix is egyértelmtien
meghatdrozza a méretét, rangjat és az elemi osztéit, tehat ez egy bijekcié az ekvivalencia -osztalyok és a lehetséges
méret-rang-lista harmasok kozott.)

Most mar csak arra vagyunk kivancsiak, hogy miért jobbak az elemi oszték az invaridns osztoknal. Ime:

4.1.15 Lemma: vegyiink egy diagonalis matrixot, legyenek ennek atlos elemei fi(A),f,(A), ..., f,(A). Ekkor az elemi
osztok listdja az fi(A) polinomok elemi oszt6i listdjanak Osszeftizése.

Bizonyitas: nyilvan elég az allitast olyan matrixokra belatni, ahol az 4tl6 egyik eleme sem 0. (A 0 elemek sehol
sem adnak elemi osztokat.) Tekintsiink egy &(A) irreducibilis polinomot, szerepeljen ez f{(A) felbontasdban az
s;-edik hatvanyon. Az atléelemek cserélgetése egyik listat sem befolyasolja, azaz feltehetjiikk, hogy s;<s,<...<s,. A
nem nulla k-adrendd minorok azok, amelyek az A4tléra szimmetrikus részmétrixokhoz tartoznak, ezek
determinédnsai a kivélasztott atléelemek szorzatai. Ebben &(A) kitevsje a megfelelS s;-k Osszege. A legnagyobb
koz0s osztoban, D;(A)-ban a legkisebb ilyen dsszeg lesz £(A) kitevéje, azaz >+ is;. Eszerint dk()\)=D—LZ%—ban a kitevg
Zif:l s,-—Zf-:f s;=5, a kanonikus diagonalis alakban tehat rendre ugyanazok az &(A)-hez tartoz6 elemi osztok kitevdi.
Ezt minden el6fordulé &(A)-ra kimondva a bizonyitando¢ allitést kapjuk.

4.1.16 Allitas: blokkdiagonélis matrix (amely néhany kisebb matrix direkt osszege) elemi osztéinak listdja
azonos a blokkok elemi osztéi listdjanak osszeftizésével.
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Bizonyitas: ha minden blokkot elemi transzformaciokkal kanonikus diagonélis alakra hozunk, akkor a blokkok
elemi osztéi valtozatlanok. Ezek egyben az egész matrixnak is elemi transzformaciéi, igy az egész matrix elemi
oszt6i is megmaradnak. Kapunk egy diagonalis matrixot, igy 4.1.15 alapjan az egész matrix elemi osztéinak listaja
az atléelemek elemi osztéinak listajaval azonos, ami megfelel6en csoportositva megfelel az egyes blokkok elemi
oszto6i listajanak.

4.2 A-polinomok

Mindeddig a A-matrixokra mint polinom elemt matrixokra, azaz M, (K[A]) elemeire gondoltunk. Megtehetjiik
azonban, hogy M,(K)[A] elemeinek, matrixegyiitthatés polinomoknak tekintjiik &ket. (Ilyenkor néha
A-polinomoknak hivjuk 6ket.)

4.2.1 Definici6: F(A)=Y A" m-edfokt, ha A,#0. Regularis m-edfokii, ha det(Ay)#0. Ekkor a test feletti
polinomokhoz hasonléan:
(1) deg(F+G)<max(degF,degG) és degF#degG esetén egyenlGség 4ll fenn,
(2) deg(F-G)<degF+degG ésha F,G egyike reguléris, a masik pedig nem 0, akkor egyenlSség all fenn, ekkor
ugyanis nem eshet ki a két fGegyiitthato szorzata.

A maradékos osztds problémasabb, mar csak azért is, mert a szorzas nem kommutativ és eleve csak regularis
polinommal érdemes préobélkozni. Akkor viszont:

4.2.2 Tétel (maradékos osztas): legyenek A=Y; (AN, B=Y BA" " A-polinomok, utébbi regularis. Ekkor
azon P,Q,R,S A-polinomok, melyekre A=B-P+S=Q-B+R és R,S B-nél alacsonyabb foka vagy azonosan 0
A-polinomok, léteznek és egyértelmtiek

Bizonyitas: nyilvan elég pl. P és S létezését és egyértelmiiségét belatni. Ha n<k, akkor P=0,S=A megfeleld.
Ha nem, akkor legyen

P,=X""-B,"' és S;=A—B-P,=X"-(A;—B,B; - Ag)+...

Ez ut6bbi alacsonyabb fokt B-nél, vagy azonosan 0. A-t kicserélve S,-re ugyanigy kaphatjuk P,-t és S,-t, stb. A
fok mindig csokken, azaz idével S,=B-P,;+S;,;, ahol S,; alacsonyabb foktt A-ndl, vagy 0. Ekkor
P= Z;;ll P,,S=S,.; megfeleld lesz. Két kiilonboz6 azért nem lehet, mert ha lenne, akkor A=B-P+S=B-P*+S"* alapjan
B:(P-P*)=S"-Slenne. B regularis, P-P* foka legalabb 0, S*-S foka alacsonyabb B fokanél, ami ellentmond
4.2.1.2-nek.

4.2.3 Definicié: az A,B A-polinomok (vagy -matrixok) skaldrisan ekvivalensek, ha léteznek olyan U,V
reguléris nulladfokd A-polinomok (invertalhaté skalarmatrixok), melyekre A=U-B-V.

4.2.4 Allitas: ha az A,B elséfokuy, reguléris A-polinomok, melyek (mint A-méatrixok) ekvivalensek, akkor
skalarisan is ekvivalensek.

Bizonyitas: 4.1.12-b6l tudjuk, hogy & A=UBV, ahol U és V invertdlhat6 A-métrixok. 4.2.2 alapjan vannak
olyan P,Q A-matrixok ill. R,S A-nal alacsonyabb fokd, azaz skalarmatrixok, melyekre (J U=AP+S,
& V=QA+R . Szorozzuk meg (-t U '-el balrdl, irjuk V-be &3t és mindezt rendezziik at. Kapjuk, hogy:

U 'A=BV=BQA+BR
© (U '-BQA=BR

Mivel A reguléris és BR legfeliebb elssfokd, 4.2.1.2 szerint T=(U '-BQ) legfeljebb nulladfoka lehet, azaz
skalarmatrix. Balrél U-val szorozva és atrendezve I=UU’1=UT+UBQ. Jobbroél megszorozva (-t Vel és a
kapott eredményt beirva UB helyére I=UT+AV 'Q. Beirva U-ba O-t és a kapott kifejezésb6l ST-t levonva:

I=(AP+S)T+AV'Q
I-ST=A(PT+V 'Q)

Eme szorzatban A regularis els6foku, igy az eredmény vagy legalabb elséfokd, vagy 0. (I-ST) viszont
skalarmatrix, igy csak akkor lehetnek egyenléek, ha mindkét oldal 0. Eszerint I=ST. Azaz S nem csupan
skalarmatrix, invertalhat6 is. Ha a szamolasban -V '-bél indultunk volna, U helyére irtuk volna k3-t stb., akkor
az jott volna ki, hogy T*R=I, igy R is invertalhato.
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Most mar konnyd dolgunk van. (J-ben ugyanis kijott TA=BR , amit balrdl S-el szorozva A=IA=STA=SBR,
igy A és B skalarisan ekvivalensek (S, R invertalhato skalarmatrixok).

4.2.5 Tétel: az A,BeM,,(K) matrixok pontosan akkor hasonléak, haa Al—-A,AI-B A-matrixok ekvivalensek.

Bizonyitas: ha hasonléak, akkor A=P'BP = )\I—A=P’1()\I—B)P, a A-matrixok skalarisan ekvivalensek. Ha a
két A-matrix ekvivalens, akkor 4.2.4 szerint skalarisan ekvivalens, azaz AI-A=R(AI-B)S=A-RIS—RBS. Itt minden
bett skalarmatrix (A-t kivéve), ezek tehat az egytitthatok. Azonos polinomok egytitthat6i azonosak, tehat egyrészt
RS=I=R=S"', masrészt A=RBS=S""BS, a két métrix valéban hasonlo.

4.3 A Jordan-féle normaélalak

4.3.1 Definicio: egy NeM,(K) matrix Jordan-féle normalalak, ha az aldbbi szerkezetd: k darab blokkbol all,
ahol az i-edik blokk s(i) kisebb blokkbol 4ll; az i-edik blokk j-edik részblokkja t;j méretd, f6atléjaban p; van, a
kozvetleniil atl6 feletti elemek 1-ek, minden mas pedig 0 (a p;-k K paronként kiilonboz6 elemei).

100
1
0~ "0
Pl
0--00p

[=Nelie]

4.3.2 Allitas: az el6bbi jelolésekkel az N Jordan-féle normalalakra (AI-N) elemi oszt6i az (A—p;)' polinomok,
ahol 1<i<k,1<j<s(i). Ebbdl latszik az is, hogy ha két Jordan-féle normélalak elemi osztéinak listdja azonos, ( <
ekvivalensek) akkor csak a blokkok sorrendjében térhetnek el.

Bizonyitas: vegyiik az i-edik blokk j-edik részblokkjat. Ennek determindnsa az atléelemek szorzata - az atlé
alatt minden 0 -, az atléban t; darab (A-p) van, igy épp (A-p,)'i -t kapunk. Az els6 oszlop és az utolsé sor
elhagyasédval egy olyan matrixot kapunk, amelynek atl6jaban (—1)-ek vannak, felette csupa 0, determinansa tehat
*1. Eszerint az utolséel6tti invaridns oszté 1, hiszen osztja az el6bb kapott minort. Minden korabbi invaridns oszté
osztja ezt, tehat szintén egy. Az utolsé invarians oszté (A—p;)i, hogy szorzatként kijojion a determinans. Ez egy
irreducibilis polinom hatvénya, tehat személyesen a blokk egyetlen elemi osztdja. Az egész matrix elemi osztéinak
listija 4.1.16 alapjan ezek Osszeftizése és épp ezt akartuk bizonyitani.

4.3.3 Tétel: ha K algebrailag zart test, akkor minden AeM,(K) matrix hasonl6 egy N Jordan-féle normalalakhoz
és ez az alak a blokkok sorrendjétdl eltekintve egyértelmd.

Bizonyitas: algebrailag zart test felett pontosan az elséfoku polinomok irreducibilisek, tehat (AI-A) elemi
osztéi els6foktt polinomokhoz tartoznak. Jelolje az elemi osztékban szerepld irreducibilis polinomokat
(A—py), ahol 1<i<k; egy p;-hez tartozé elemi oszték (A—p,), ahol 1<j<s(i). Ehhez a listdshoz persze talalhatunk
egy N Jordan-féle normalalakot 4.3.2 alapjan és ez lényegében egyértelmd. Mar csak az kell, hogy ekkor (AI-A) és
(MI-N) meérete és rangja is azonos, hiszen akkor 4.1.14 szerint ezek ekvivalensek, azaz 4.2.5 szerint A és N
hasonléak, ami épp a bizonyitandé allitas. Mindkét A-matrix mérete és rangja is azonos determindnsanak fokaval, a
két determinédns pedig a megegyezik, mert ugyanazon elemi osztok szorzata és fSegytitthatojuk 1.

Megjegyzés: tulajdonképpen azt bizonyitottuk, hogy ha x,(A) linearis faktorok szorzatira bomlik K felett,
akkor van M,,(K)-ban A-hoz hasonlé N Jordan-normalalak. Ez a feltétel persze sziikséges is, hiszen xy(A) linearis
faktorokra esik és megegyezik x4(A)-val.

Megjegyzés: a Jordan-féle normalakra (M[-N) determinansa egyrészt I, f(:”l()\—gi)tfj, maéasrészt a
karakterisztikus polinom. Eszerint a matrixnak megfelel§ linearis transzformacio sajatértékei a p;-k, algebrai
multiplicitdsuk pedig rendre Z;@l t;. A geometriai multiplicitisok az s(i)-k, mert a p;-hez tartozo sajataltér éppen

az, amit az i-edik blokk részblokkjainak els6 soraihoz (és oszlopaihoz) tartozé baziselemek feszitenek ki.

Megjegyzés: a minimélpolinom is leolvashaté a normalalakrél. Ugyanis egy blokkdiagondlis méatrixot
hatvanyozva, konstanssal szorozva a blokkok ,nem zavarjak” egymadst, azaz egy polinomba behelyettesitve az
egész matrixot ugyanazt kapjuk, mintha a blokkokat kiilén -kiilon behelyettesitenénk és azutan raknank ossze. Igy
az egész matrix minimalpolinomja a blokkok minimalpolinomjainak legkisebb k6zos tobbszorose. Az i-edik blokk
j-edik részblokkjanak minimélpolinomja a valtozatossag kedvéért (A—p,)'i, a teljes matrix minimalpolinomja tehat
ITE, (A=) ™ asjssins.
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Mivel C algebrailag zart, M, (C)-ben minden matrixnak van Jordan-normalalakja. Sajnélatos médon R nem zért
algebrailag, igy egy val6és matrixnak nem mindig van M, (R)-ben Jordan-normalalakja. Viszont - mivel kénnyen le
tudjuk irni az R feletti irreducibilis polinomokat - M, (R)-ben kissé megvaltoztatva a normalalak fogalmat mar
minden matrixhoz fogunk hasonlé normalalakot talalni.

4.3.4 Definici6: a MeM,(R) métrix valds Jordan-normalalak, ha k darab blokkbél all, ahol az m-edik blokk
s(m) kisebb blokkbdl all; a m-edik blokk j-edik részblokkja az aldbbiak valamelyike:
- a p,eR szamhoz tartozo t,; méretd »szabvanyos” blokk, azaz az atlén csupa p,, van, kozvetlentil az atlo

felett csupa 1, masutt csupa 0;

- a p,=a,+b, ieC~R szémhoz tartoz6 olyan 2f,, méretd matrix, amelynek atl6jan néhany C,, van,

kozvetleniil folsttiik rendre Iz=([1) g)eMz(]R), mashol 0 (C,, a (—al::, 2:)6M2(]R) matrixot jeloli).

A p,-ek paronként kiilonb6z6, nemnegativ képzetes részd komplex szamokat jelslnek.

4.3.5 Allitas: a fenti jelolésekkel az M valés Jordan-normaélalakra (M—M) elemi oszt6i a (A—p,)™ : p,eR és
(()\—Qm)()\—é,,n))t’”j . en2R polinomok.

Bizonyitas: vegyiik észre, hogy (AI-M)-ben az m-edik blokk j-edik részblokkjanak egyetlen elemi osztoja
(A—p,)"™ ha p,eR ill. ((A-p,)(A— @m))t’”j ha p,#R. Ezt a valos esetben tudjuk, hiszen ez ugyanolyan, mint 4.3.2-ben.
A masik eset hasonloan kiszdmolhato. (AI-M) ezen blokkok direkt Gsszege, igy elemi oszt6i épp az altalunk

megadottak.
4.3.6 Tétel: minden A valds matrix hasonl6 egy és (Iényegében) csakis egy val6s Jordan -normélalakhoz.
Bizonyitas: tudjuk, hogy R[A]-ban minden irreducibilis polinom linearis vagy alkalmas pozitiv képzetes részd
z-re (A—z)(A-Z) alakt. Igy (AI-A) elemi osztéinak listdja (A—p) : peR és (()\—(a+bi))()\—(a—bi))t : aeR,beR" alaku
polinomokbol all. Taldlhatunk tehat egy M valos Jordan-normalalakot, amelyre (AI-M) elemi osztéinak listaja

ugyanez, ekkor A~M.
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