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5. Bilinearis fiiggvények

5.1 Linearis fiigevény, bilinearis fiiggvény és matrixa

5.1.1 Definici6: linearis fliggvény egy f: Vy—K lineéris leképezés. Ezek Homy(V,K) elemei, azaz egy K feletti
vektorteret alkotnak, amelynek dimenziéja dim(V)<oo esetén (mi csak ezzel az esettel foglalkozunk)
dimy(Hom(V, K))=dimy(V)-dim(K)=dim(V) . Ezt V dualis terének hivjuk, jelolése V*. Ennek két eleme nyilvan
pontosan akkor azonos, ha egy (tetszéleges) bazison ugyanazokat az értékeket veszik fel, azaz egy lineéris
fuggvényt elég egy bazison megadni.

Legyen ey, e,,...,e, bazis V-ben. Legyen tovabba ¢; az a linedris fiiggvény, amely e,-n 1-et vesz fel, a bazis tobbi
elemén pedig 0. Ekkor az ¢; fiiggvények bazist alkotnak V*-ban, hiszen az a linedris fiiggvény, amely e,-n a;-t vesz
fel, éppen X me;. Tehat a x:e,—¢; megfeleltetés egyértelmden terjeszthetS ki *: V— V* linedris leképezéssé, ami
persze izomorfizmus lesz. Ugyanigy csindlhatunk V*-bél az (e);-; béazisbol kiindulva egy (V*)* teret. Viszont V
elemei épp a V* feletti linearis fiiggvények - rendelje a veV fiiggvény u*e V*-hoz u*(v)-t. Kénnyen ellendrizhetGen
ez tényleg linearis lesz. Az (¢});; bazis képe nyilvan (e;-;, tehat (V*)* nem egyszertien izomorf, hanem azonos
V-vel, rdadasul (v*)*=v, hiszen (¢)"=¢,.

5.1.2 Definicio: egy B: Vix Vi—K leképezés bilinearis fiiggvény, ha VxeV-re xz:y— B(x,y) linearis fiiggvény,
tovabba VyeV-re y;:x— B(x,y) is linedris fiiggvény. Tehat:
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(2) Vx,y1,y,€V: Blx,y,+y,)=B(x,y
(3) Vx,yeV,AeK: B(A-x,y)=A-B(x,y
(4) Vx,yeV,AeK: B(x,\-y)=A-B(x,y

5.1.3 Definicio: legyen B egy V feletti bilinedris fiiggvény, legyen (e); és (f)_; V két (nem feltétlentil
kiilonboz6 bazisa). Ekkor B métrixa az e;, f; bazisparban az a B métrix, melyben b;=B(e;, f). Specidlisan B matrixa az
(e¢)-1 bézisban az a B matrix, melyben b;=Bl(e; ¢;).

5.1.4 Allitas: ha az (e, és (e});; bazisok kozotti dtmenet matrixa P (azaz e;=Ypy-¢;, ahol det(P)#0), az
), és (f)L, bazisok kozotti atmenet méatrixa S, tovabba a B bilineéaris fiiggvény matrixa az ¢;, f; bazisparban B,
7i ggveny i p

akkor B métrixa az e, ff bazisparban B*=P-B-S'.

Bizonyitas: by=Ble;,ff)=B(Xi-1pi-e, 2215 f). A bilinearitds miatt by=3; ;pyBle;, ¢)-s;=2; jpub;s;. Bz éppen
P-B-S’ k-adik soranak I-edik eleme.

Kovetkezmények:
(1) ha B matrixa az (e;) bazisban B, az (f;) bazisban B*, akkor B*=P-B-P’, ahol P az atmenet métrixa.
(2) B matrixanak rangja nem fiigg a bazispar megvalasztasatol, hiszen P és S invertalhatoak. Specidlisan
det(B*)=0 <> det(B)=0.

5.1.5 Definici6é: a B;: VixV,—K és B,: V,xV,—K bilinearis fiiggvények ekvivalensek, ha van a hozzajuk
tartozo terek kozott olyan izomorfizmus, ami Sket is egymasba viszi, azaz IpeHom(Vy, V,): Bi(x,y)=B,(x¢,y¢). Ez
valéban ekvivalencia-relacio.

5.1.6 Megjegyzés: ha B ill. B’ bilinearis fiiggvények matrixa az (¢;) ill. (¢j) bazisokban azonos, akkor B és B’
ekvivalensek, hiszen az egyik bazist a masikba vivé izomorfizmus megfelel a fenti feltételeknek.

5.1.7 Definici6: az A,BeM,(K) métrixok kogrediensek, ha A=PBP’ valamely invertalhat6 P-re. Ez kénnyen
ellendrizhet6en ekvivalencia-relaci6.

5.1.8 Allitas: B;:V,xV,—K és B,: V,xV,—K bilineéris fuggvényekre az alabbi feltételek ekvivalensek:
(1) B, és B, ekvivalensek;
(2) felirva B, ill. B, matrixat V, ill. V, tetszbleges bazisdban a kapott matrixok kogrediensek;
(3) van V;-nek és V,-nek olyan bazisa, hogy ezekben felirva B, ill. B, matrixat azok kogrediensek.
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Bizonyitas: (1) = (3): ha B; és B, ekvivalensek, akkor definici6 szerint van a hozzajuk tartozé vektorterek
kozott egy ¢ izomorfizmus, amelyre B;(x,y)=B,(x¢,y¢). Felirva B; matrixat egy tetszSleges bazisban és B, matrixat
e bazis ¢ szerinti képében a két matrix azonos, tehat kogrediens lesz.

(3) = (2): legyen B, ill. B, matrixa alkalmas bazisokban B; ill B, és legyenek ezek kogrediensek. Legyen
valamely mas bazisokban a két matrix Bj ill B;. 5.1.4.1 felhasznélasaval B] és B;, B, és B,, B, és B; rendre
kogrediensek. A tranzitivitds miatt B; és B; is kogrediensek.

(2) = (1): Legyen B, matrixa (¢;)-ben B;, B,-é (f))-ben B,=PB,P". Irjuk fel B, métrixat az f*=Y,p;f, bazisban.
Ekkor 5.1.4.1 szerint PBlPT—t kapunk, azaz B,-t, tehat 5.1.6 szerint B, és B, valéban ekvivalensek.

5.1.9 Definici6: B bilinearis fiiggvény rangja a matrixanak rangja. (Ez 5.1.4.2 szerint egyértelmd.) Jelolése r(B).

5.1.10 Allitas: tetszSleges B bilinedris fiiggvény matrixa alkalmas bazisparban olyan diagondlis matrix,
melynek els6 r(B) eleme 1, a tobbi 0. Ezt B dualis bazisanak hivjuk.

Bizonyitas: legyen B matrixa valamely (b,) bazisban B. Tudjuk (Id. 2.6.6), hogy alkalmas P,S’'eM,(K)
invertalhat6 matrixokra P-B-S" a kivant alakd. 5.1.4 szerint B matrixa egy olyan e;, f; bazisparban, ahol az dtmenet
matrixa Pill. S, éppen P-B-S’ lesz. Ezzel az allitast belattuk.

5.2 Meréleges altér, radikal, nem-elfajuld bilinearis fiiggvény

5.2.1 Definicio: legyen B: VxV—K bilinedris fiiggvény. x,yeV merdlegesek, ha B(x,y)=0. Jelolése xLly. (Az,
hogy x és y merélegesek, nem feltétlentil azonos azzal, hogy y és x merélegesek.)

5.2.2 Definicié: B: VxV—K bilinearis figgvény, UucV-re u bal merdlegese
U={xeV|Vuel: xLu}={xeV: xz| ,=0}, jobb merdlegese pedig U *={yeV|Vuel: uly}={yeV:y.|,=0}. V"-till.
VARt bal ill. jobb radikalnak hivjuk. A bilinearitds miatt Oe U u,vel™, A, ueK = Mu+puvel't, tehat U<V és
persze U™R< V.

5.2.3 Tétel: egy B: VxV—K bilinearis figgvényre az alabbi feltételek ekvivalensek:
(1 V={0}
(2) V*={0}
(3) tetszdleges bazis(par)ban felirva a matrixat, annak determinansa nem 0.

Bizonyitas: nyilvan elég belatni, hogy (2) < (3). Legyen B matrixa az ¢, f; bazisparban B. Pontosan akkor nem
teljestil (2), ha JveV~{0}: v,=0. v, lineéris fiiggvény, tehat elég a bazison megadni. Igy v,=0 < Ve;: Ble;, v)=0.
Felirva v-t Yx,f;, alakban azt kapjuk, hogy pontosan akkor lesz v;=0 valamely v#0 vektorra, ha az (x;)i=;-B=0
homoggén lineéris egyenletrendszernek van nem trivialis megoldésa. Ez a Cramer -szabdly szerint ekvivalens (3)-al.

5.2.4 Definicié: egy bilinearis fliggvény nem-elfajuld, ha teljesiti a fenti feltételeket.
5.2.5 Tétel: a B: VxV—K bilineéris fliggvényre dim(V)—dim(V"')=dim(V)-dim(V**)=#(B).

Bizonyitas: legyen e,f; B egy dudlis bazisa, n=dim(V). Ekkor V''=(f,|1<i<n)''=(e]|r<i<n) és hasonléan
VR=(f,|r<i<n). Mindkett6 n—r dimenzids, ez volt bizonyitandé.

5.2.6 Allitas: ha B: VxV—K nem-elfajulé bilinearis fv. és U<V, akkor dim(U"*)=dim(U"*)=dim(V)-dim(U).

Bizonyitas: nyilvan elég az allitist a jobb mer6legesre bizonyitani. El6szor azt latjuk be, hogy
dim(U*)+dim(U)<dim(V). Trjuk fel B matrixat egy olyan béazisparban, ahol az egyik U egy (x,_, bazisanak
kiegészitése, a mésik pedig U'* egy (y;)21 bazisanak kiegészitése. A matrix bal fels6 kxn1-es részmatrixanak elemei
B (x,-,y]») alakuaak, ahol x;elU, yje U*R. Ezek tehat 0-k. Ha viszont k+m>n lenne, akkor a determinans minden kifejtési
tagja tartalmazna legaldbb egy tényez6t ebbdl a téglalapbodl, tehat 0 lenne, ami ellentmond annak, hogy B
nem-elfajul6.

Miésrészt U*=N%{x;}**, hiszen veV pontosan akkor lesz jobbrél merdleges U-ra, ha egy bazisanak minden
elemére jobbrél merdleges. {x;}"® viszont éppen az (x;),: V—K lineéris fliggvény magtere, azaz (n—1)-dimenzi6s
(ha B elfajulé lenne, akkor lehetne n-dimenzids is). k darab (n—1)-dimenziés altér metszete legaldbb (n—k)
-dimenzi6s, ezért dim(U*)>n—k. Ezzel az allitast belattuk.
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5.2.7 Allitas: a fenti feltételek mellett (U'*F)"t=(U")"*=U. Ugyanis U<(U")'" nyilvanval6 és 5.2.6 miatt ezek
azonos dimenziéju alterek.

5.3 Szimmetrikus és alternalo bilinearis fiiggvények

5.3.1 Definici6: a B bilineéris fiiggvény szimmetrikus, ha Vx,yeV: B(x,y)=B(y, x). Ez ekvivalens azzal, hogy a
matrixa tetszéleges bazisban szimmetrikus a f6atlora.

5.3.2 Definici6: a B bilinedris fiiggvény alternal6 vagy szimplektikus, ha VxeV: B(x,x)=0.

5.3.3 Definici6: a B bilinedris fiiggvény ferdén szimmetrikus, ha Vx,yeV: B(x,y)=—-B(y, x). Ez ekvivalens azzal,
hogy matrixa tetsz6leges bazisban a transzponaltjanak (—1)-szerese.

5.3.4 Megjegyzés: ha B alternalo, akkor B(x,y)=B(x+y,x+y)-B(x,x)-Bly,y)-Bly,x)=—B(y,x), tehat ferdén
szimmetrikus. Ha B ferdén szimmetrikus és a test karakterisztikaja nem 2, akkor B(x,x)=-B(x,x) = B(x,x)=0, tehat
alternalé. Ha B ferdén szimmetrikus és a test karakterisztikaja 2, akkor szimmetrikus.

5.3.5 Megjegyzés: ha a test karakterisztikaja nem 2, akkor tetszéleges bilinearis fliggvény egyértelmtien all el6
B=B,+B, alakban, ahol B, szimmetrikus, B, pedig ferdén szimmetrikus. Ugyanis ekkor van értelme annak, hogy +
,igy épp Bl(x,y)=%B(x,y)+%B(y,x) és Bz(x,y)=%B(x,y)—%B(y,x) a keresett feliras.

5.3.6 Tétel: haa B: VxV—K bilinedris fliggvényre x 1y < ylx, akkor B vagy alternal6, vagy szimmetrikus.

Bizonyitas: legyen B ilyen, legyenek u,v,z tetsz6leges V-beli elemek, tovabba legyen s=Blx,y)-z—B(x,z)-y.
Ekkor B(x,s)=B(x,y)-B(x,z)-B(x,z)-B(x,y)=0, azaz x1ls. Igy slx, azaz 0=B(s,x)=B(x,y)-B(z,x)-Blx,z) By, x). Tehat
O Vx,y,zeV: Bl(x,y)-B(z,x)=Blx,z)-Bly,x) . Ebbe beirva x=z-t (J Vx,yeV: B(x,x)-[B(x,y)-Bly,x)]=0 .

7 B se nem szimmetrikus, se nem alternal6, azaz Ju,v,weV, hogy & B(u,v)#B(v,u) és 8@ B(w,w)#0 . irjunk
O-be x=u,y=v-t: B(u,u)-[B(u,v)-Blv,u)]=0. A zarcjelben 1év§ kifejezés u és v vélasztasa miatt nem lesz 0, igy a
masik tényezd koteles 0 lenni: B(u,u)=0 . O-be x=w,y=u-t irva a zarojel kell 0 legyen, azaz B(u,w)=B(w,u) .
Most (&-be x=u,y=v,z=w-t irva Bl(u,v)B(w,u)=B(u,w)B(v,u). E két szorzat egy-egy tényezdje szerint
megegyezik, a masik két tényezé (J miatt kiilonbozik. Csak agy allhat fenn egyenl8ség, ha B(u, w)=B(w,u)=0 .
Helyettesitsiink x=v+w,y=u-t O3-be: B(v+w,v+w)-[Blo+w,u)-Blu,v+w)]=0. A szogletes zardjelben szerint
B(u,v+w)-B(v+w,u)=B(u,v)—B(v,u)+[B(u,w)-Blw,u)]=B(u,v)—B(v,u) lesz, ami ) miatt nem 0, tehat
B(v+w,v+w)=0. Mivel u és v szerepe felcserélhetd, ugyanigy B(u+w,u+w)=0.

Ebbe beirva -t és E3-t 0=B(u+w, u+w)=B(u,u)+B(u,w)+B(w,u)+B(w,w)=B(w,w), ami & szerint J.

5.3.7 Definicié: legyen B: VxV—K szimmetrikus vagy alternal6 bilinearis fiiggvény. V ortogonalis 0sszege az
U és W altereknek, ha direkt 6sszege, tovabba V(u,v)e UxW: ulv. Jelolése V=ULW. (B valasztasa miatt U és W
szerepe felcserélhetd.)

5.3.8 Allitas: ha B alternél¢ bilinearis fiiggvény, akkor alkalmas bézisban a matrixa néhany [ o) blokk és

néhany 0 direkt dsszege.

Bizonyitas: megadunk egy algoritmust, ami kiad egy ilyen bazist. Tegytik fel, hogy mér kivélasztottuk a bazis
els6 néhany elemét, uy,vy,uy, vy, ..., U, U;-t, ahol Blu;,v;)=—B(v;,u;)=1 és minden mas 0. A métrix egyeldre k darab
(,01 o) direkt sszege. Legyen az eddigi elemek altal feszitett altér U. Lassuk be, hogy V=ULU". Ezek fiiggetlen
alterek, mert U-ra megszoritva B-t a fenti bazisban felirt matrixdnak determinansa 1, tehat nem-elfajulo, igy
radikdlja UNU"={0}. Az még nyilvanval6bb, hogy ezek merdleges alterek. Azt kell bebizonyitanunk, hogy VweV
elsall x+(w-x): (x,w—x)eUxU" alakban. Legyen x=(¥B(w,v;)-u;)—(EB(w,u;)v;)eU. Ekkor béarmely uj-re
B(x,uj)=(ZB(w,vi)'B(ui, uj))—(ZB(w,ui)'B(v,«, uj)). A bézis eddigi elemeinek valasztdsa miatt ebben az 6sszegben a
—B(w,u,)-B(v;,u;)=—B(w,u;)-(-1)=B(w,u;) tagon kiviil mindegyik 0, tehat Blx,u;)=B(w,u;), ezért Blw-x,u;)=0.
Hasonléan barmely v;-re B(w—x,v;)=0. Eszerint w—x meréleges U bazisara, igy az egész U-ra is. Ez tehat épp a
keresett feliras. Igy ha U"-ben talalunk olyan u.q,v;,; vektorokat, melyekre Bl(uy,;,vy1)=—B(vj.1, t.1)=1, akkor
ezeket hozzavéve a bazishoz tovabbra is megfelel6 lesz B matrixa, mert az Gj elemek merélegesek lesznek az
eddigiekre, a hozzéavett blokk pedig (' 5). Ehhez viszont elég, hogy valamely u,v-re B(u,v)=b#0 legyen, hiszen
ekkor uy,;=ub"",v.1=v j6 lesz. Ha pedig U*-ben B(u,v) mindig 0 - azaz ha nem tudjuk folytatni az algoritmust - ,
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akkor U" tetszéleges bazisa j6 lesz kiegészitésnek, mert csak 0-kat vesz hozza a matrixhoz. (Ekkor U'=V".) Ezzel
az allitast belattuk.

5.3.9 Kovetkezmény: paros dimenziéju vektortérben pontosan egy nem-elfajulé alternalé bilinearis fiiggvény
van (minden ilyen ekvivalens), paratlan dimenziéjaban pedig egy sincs.

5.3.10 Allitas: ha B:VxV—K szimmetrikus bilinedris fliggvény és charK#2, akkor B matrixa alkalmas
bazisban diagonalis.

Bizonyitas: ismét algoritmust adunk. Tegytik fel, hogy mar talaltunk ©v,,v,,...,v; elemeket, melyek paronként
merdlegesek, tovabba B(v;,v;)=b;#0. Legyen az eddigi elemek altal feszitett altér U. Lassuk be, hogy V=ULU".
Ugyantigy, mint 5.3.8-ban, csak az nem nyilvanvald, hogy e két altér generalja V-t. Viszont konnyen
ellendrizhetGen tetszéleges weV-re x=YB(w,v;)-b; "v; esetén (x,w—x)eUxU". Ha U"-ben van olyan v, elem,
melyre B(v.q,v;41)#0, akkor hozzavehetjikk az eddigi elemekhez. Ha nincs ilyen elem, azaz Vxe U*: B(x,x)=0,
akkor Vx,yelU":2B(x,y)=B(x+y,x+y)-Blx,x)-B(y,y)=0. A test karakterisztikdja nem 2, tehat ebbél kovetkezik,
hogy B U"-re megszoritva azonosan 0, tehat U" tetszéleges bazisaval folytatva vy,...,v,-t a matrixba csak néhany 0
keriil be, azaz diagonalis marad. (Ismét U'=V".) Ezzel az allitast belattuk.

5.3.11 Definici6: legyen B:VxV—K bilinedris fiiggvény. Az (e)i.; bazis ortogondlis, ha elemei paronként
merdlegesek, azaz B matrixa ebben a bazisban diagondlis. Ekkor szimmetrikus is, tehat ilyen csak szimmetrikus
B-re 1étezhet; ha char K#2, akkor létezik is 5.3.10 szerint.

5.3.12 Megjegyzés: ha két szimmetrikus bilinedris fliggvény matrixdnak diagonalis alakjiban az atléelemek
csak annyira kilonboznek, hogy a megfelel6 elemek hényadosa a test valamely elemének négyzete, akkor
ekvivalensek. Ugyanis ha pl. a B bilinearis fiiggvény (¢;)-; bazisban felirt B métrixdban az 4tlelemek rendre x;

-szeresei a B bilinearis fiiggvény B’ métrixanak megfelels atlelemeinek, akkor B métrixa az (x;"-¢;)_; bézisban
B’, tehat B és B' 5.1.8 szerint ekvivalensek.

Most mar néhany K testr6l meg tudjuk allapitani, hogy hany paronként nem-ekvivalens nem-elfajulé
szimmetrikus bilinearis fiiggvény van K" -ben.

5.3.13 Allitas: ha K algebrailag zart, akkor pontosan egy van. Mivel algebrailag zért testben minden elem el&all
valamely elem négyzeteként, két tetszdleges szimmetrikus bilinedris fliggvény tetszéleges diagondlis matrixara
alkalmazhatjuk 5.3.12-t és kész vagyunk.

5.3.14 Sylvester-féle tehetetlenségi tétel: legyen B:R"xR"—R nem-elfajul6 szimmetrikus bilineéris fiiggvény.
Legyen ennek a matrixa az (uj)i—; ill. (v;).; béazisokban A és B, mindketté diagonélis. Ekkor mindkettGben
ugyanannyi a pozitiv elemek szama. (Ebbdl 5.1.8 alapjan kovetkezik, hogy az A,BeM,(R) csak 1,1 atléelemeket
tartalmaz6 diagonalis matrixok pontosan akkor kogrediensek, ha ugyanannyi +1-et tartalmaznak.)

Bizonyitas: feltehetjiik, hogy mindkét matrixban elol vannak a pozitiv elemek, utdna a negativak. Legyen
A-ban p, B-ben g pozitiv elem. Legyen x=3"_;\u;, ahol nem minden J; nulla. Ekkor Blx, x)=31, X’Blu;, u;)>0.
Hasonléan ha y=%,.;u0; és nem minden u; nulla, akkor B(y,y)<0. Eszerint az U;=(uy,uy,...,u,) és a
Vy=(Uys1,Vgs2,...,V,) alterek metszete {0}, mert a metszetben 1évG tetszbleges v#0 elemre 0>B(v,v)>0 lenne.
Akkor viszont dim(U,)+dim(V,)<dim(V), tehat p+(n—q)<n. Ugyanigy g+(n—p)<n, amibdl kévetkezik p=g, a
bizonyitand¢ allitas.

5.3.15 Allitas: az n-dimenziés valés vektortér felett pontosan n+1 péaronként nem ekvivalens nem-elfajul6
szimmetrikus bilineéris fliggvény van.

Bizonyitas: tetszSleges nem 0 valés szam el6all +1-r* : reR alakban, 5.3.12 alapjan tehdt minden nem 0
determindnsd diagondlis val6s elemd matrix kogrediens egy olyannal, amelynek atléiban csak +1-ek vannak.
Mivel ilyenbdl legfeljebb n+1 lényegében (nem csak az elemek sorrendjében) kiilonbozé van, legfeljebb ennyi
kiilonboz6 nem-elfajulé szimmetrikus bilinedris fliggvény lehet. Masrészt 5.3.14 szerint ez az n+1 matrix valéban
paronként inkogrediens. Ezzel az allitast belattuk.

5.3.16 Allitas: Q felett végtelen sok paronként nem ekvivalens bilineéris fiiggvény van
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Bizonyitas: azon diagondlis matrixok, melyek utols6 eleme p prim, a tobbi pedig 1, paronként inkogrediensek.
Ugyanis két kogrediens matrix determindnsanak hényadosa det’(P), egy racionalis szdm négyzete, viszont két
kiilonboz6 prim hanyadosa nem 4ll el§ ilyen alakban.

5.3.17 Definici6: B nem-elfajulé szimmetrikus bilineéris fiiggvény izotrép, ha Jv=0: B(v,v)=0.
5.3.18 Definici6: B nem-elfajul6 szimmetrikus bilineéris fiiggvény univerzalis, ha VaeK3veV: B(v,v)=a.
5.3.19 Lemma: ha B izotrép és char K#2, akkor B univerzlis.

Bizonyitas: legyen B(u,u)=0. Mivel B nem-elfajul, 3w'eV: B(u,w')=b=0. Mivel charK#2, 2b#0 = H%EK,
azaz w=21—b-w' valasztéassal B(u,w)=%. Legyen xeK tetszéleges és legyen ov=x-u+w. Ekkor
B(v,v)=x*B(u,u)+2x-B(u, w)+Blw,w)=B(w,w)+x, azaz ha x befutja K-t, akkor B(v,v) is. Ezzel az allitast belattuk.

5.3.20 Lemma: ha B:VxV—F, nem-elfajulé szimmetrikus bilinedris fiiggvény, p>2 és n>2, akkor B
univerzalis. (Egy dimenzioban az a bilinearis fiiggvény, aminek a métrixa (1), csak kvadratikus maradékot vesz fel,
F, pedig 2 karakterisztik4ja, tehat kikotéseink nem feleslegesek.)

Bizonyitas: szoritsuk meg B-t egy olyan két dimenzids altérre, amelyben nem elfajul6 és a vegyiik ennek egy
olyan bazisat, amelyben a matrixa diagonalis. (Ezt 5.3.10 bizonyitasa alapjan megtehetjiik.) Legyen a bazis {u,v}, a
matrix pedig (§ 2) Ekkor B(xu+yv,xu+yv)=ax’+by’*. Ez tetszGleges c értéket felvesz, mert az ax” és c—by’
polinomok egyarant ‘”;—1 kiillonboz6 értéket vesznek fel F,-n, tehat van olyan, amit mindkettd felvesz. Ekkor
ax?=c—by} = B(xu+y,xu+yw)=c. Tehat B mar ezen az altéren is univerzalis, igy nyilvan az egész téren is.

5.3.21 Tétel: pontosan két nem-ekvivalens B:F,'xF, —F, szimmetrikus bilinearis fiiggvény van, speciélisan az a
kettS, melyek matrixa diagonalis, utols6 eleme d, a tobbi atléelem 1 és d az egyik esetben valamelyik kvadratikus
nem-maradék, a masik esetben kvadratikus maradék, pl. 1.

Bizonyitas: ez a két matrix inkogrediens, mert determinansaik hanyadosa kvadratikus nem -maradék. Egy
dimenziéban 5.3.12 miatt nyilvan csak ez a kett§ lehet aszerint, hogy a matrixaban 1év6 egyetlenegy elem
kvadratikus maradék vagy nem. Tébb dimenziéban a lemma szerint B univerzalis, tehat valamely u;-re B(uy,u,)=1
. Legyen ez az els6 baziselem. Ezt ugyantgy folytathatjuk, mint 5.3.10-ben, mindaddig, amig B az eddig kifeszitett
U altér merdlegesében univerzalis, azaz amig dim(U")>1. Tehat a bazist meg tudjuk Ggy vélasztani, hogy a matrix
els6 n—1 atléeleme 1 legyen. Az utolsé helyre pedig vagy kvadratikus maradék keriil, vagy nem. Ezzel az allitast
belattuk.

5.4 Kvadratikus alakok és bilinearis fiigevények

A tdbbvaltozés polinomoknal egyszer mar definidltuk a kvadratikus alak avagy kvadratikus forma fogalmat.
Ezek a homogén masodfokt polinomok voltak, tehat tgy néztek ki, hogy 2 ;c;xx;, ahol az egytitthatok egy
egységelemes kommutativ gytribdl szarmaztak. Ha rdadasul egy (nem 2 karakterisztikaji) K test elemei, akkor ezt
atirhatjuk Y, ;d;-x;x; alakra, ahol d;=c;, viszont i<j: di/=d/i=%c,j. fgy D=((d;)) szimmetrikus métrix lesz. Tekintsiik
azta B:K"—K" bilinearis fiiggvényt, aminek matrixa az (¢;) bazisban D - ez persze szimmetrikus lesz - és nézziik
meg, mi lesz B(v,v), ha v=>Xxe;. Eppen 2;,;d;-x;x;. Hm. Tehat a kvadratikus alakok és a szimmetrikus bilineéris
fuggvények erésen hasonlitanak. Ennek 6romére:

5.4.1 Definici6: charK#2 esetén Q:K"—K kvadratikus alak, ha VieK,veK": Q(M)=A’Q(v), tovabba a
BQ(x,y)z%(Q(x+y)— Q(x)-Qly))egyenlettel definialt B, szimmetrikus bilinearis fiiggvény.

5.4.2 Allitas: minden Q kvadratikus alak el6all linedrisan fiiggetlen linedris fiiggvények négyzetei
konstansszorosainak osszegeként (innentél: ,jo feliras”).

Bizonyitas: Q meghatarozza B(,-t, tehat egyértelmtien megadhat6é B, matrixa egy (e;) bazisban. Masrészt B, is
meghatarozza Q-t, mert B, definidlo-egyenletébdl és Q(Xv)=A*Q(v) -bdl BQ(U,U)Z%(QQU)—ZQ(U))ZQ(U). Ha ez a
métrix Q, akkor konnyen ellendrizhetSen Q(¥xe;)=>q; x;x;. Ha valamely (f;) bazisban B, Q' matrixa diagonalis,
akkor tehat Q(Xy.f)=Yq.y’. Vegyiik észre, hogy ezek az f linearis fiiggvények négyzetei konstansszorosainak
Osszegei, tehat ez esetben kész lennénk. (Ezek linedrisan fiiggetlenek, mert az (f;) bazis izomorf képét adjak.) Ilyen
alak pedig 5.3.10 szerint van. Ezzel az allitast belattuk.
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Ha nekiink Q mint >d;-x;x; van megadva és szeretnénk megtalalni egy j6 felirdsat, akkor a kovetkez6t kell
tenniink. Vegyiink egy (e;) bazist K"-ben és legyen Q(¥x,e;)=Q(x;,x,,...,x,). Ekkor B, matrixa (¢)-ben D lesz.
Keressiink egy (f;) bazist, amiben B, matrixa diagonalis, atléelemei legyenek (d;). Legyen a bazisatmenet
matrixanak ~ inverze S, azaz e=Y.;sif;. Irjuk fel a Yxe elemet az (f) bazisban:
Sy xiei= Y X (S Sufi) = S fir (Biiasaxi). Tudjuk, hogy QIS yifi)=Yiidi-yi, mert (f)-ban By matrixa
diagonalis. Tehat Q(xy, %, ..., %,)= QX1 xie)=Yhy dj (311 55x,)° . Ezzel felirtuk Q-t a kivant alakban.

5.4.3 Definicié: Q kvadratikus alak rangja a B rangja. Q tetszéleges jo felirdsdban a nem nulla egytitthatok
szama azonos lesz ezzel, hiszen az egytitthatok B, megfelel6 diagonalis matrixanak atloelemei.

5.4.4 Definici6: Q valds kvadratikus alak szignattraja p—q, ahol p és q a pozitiv illetve negativ egytitthatok
szama Q egy jo felirasaban. Ez egyértelmd, mert 5.3.14 szerint B, barmely diagonélis matrixdban azonos a pozitiv
és negativ atléelemek szama.

5.5 Lineéaris transzformacio adjungaltja

5.5.1 Allitas: legyen B:VxV—K nem-elfajulé bilinearis fiiggvény. Ekkor minden f linearis fiiggvényre
pontosan egy olyan ueV van, melyre az ug(y): y—Blu,y) linearis fiiggvény éppen f. Formélisan:
VfeV*3lueV: fly)=ugly) és hasonléan Vfe V*IlveV: f(x)=v.(x).

Bizonyitas: tekintsiik a p:y—yy leképezést V-r6l V*-ba. Ez a bilinearitas miatt linearis leképezés lesz és
magtere Ker(p)=V'%, ami {0}, mert B nem-elfajul6. A képtér tehat a teljes V*, hiszen dimenzidja
dim(Im p)=dim(V)-dim(Ker p)=dim(V), ami megegyezik dim(V*)-gal, hiszen V véges dimenzios. Ezért p bijekcio,
s6t izomorfizmus. Ezzel az 4llitas egyik felét belattuk, a masik ugyanigy bizonyithato.

5.5.2 Definici6: legyen B:VxV—K nem-elfajuld, szimmetrikus bilineéris fiiggvény és AeHom(V,V). 5.5.1
szerint minden egyes yeV-re pontosan egy olyan ueV van, amelyre az x—(xA,y) és az x—>(x,u) linearis
fiiggvények megegyeznek. Legyen A adjungéltja az az A* leképezés, amely y-hoz u-t rendeli.

5.5.3 Allitas: A* linearis leképezés.

Bizonyitas: egyrészt (%, (Y1 +1y0) A")=(xA, y1+ 1) = (xA, y1 )+ (x A, yo) = (x, y1.A™) + (x, yoA4") = (x, y1 A"+ 1, A”) miatt
(Y1 +yo) A" =y A"+, A", masrészt (x, (Ay)A")=(xA, Ay)=AlxA, y)=Alx, yA*)=(x, A(yA*)) miatt (Ay)A*=A(yA"). Ezt akartuk
belatni.

5.5.4 Allitas: *: A— A*cHom(Hom(V,V),Hom(V,V)), azaz az adjungalas is linearis leképezés.

(x(A+Ay), y) = (xAy+ 245, y) = (XA, y)+ (XA, y) = (x, yAT) + (0, yA3) = (x, y( AT+ 43))  és
(x(AA), y)=(A-xA, y)=(Ax, yA%)=(x, A-yA")=(x,y(AA")).  Ez volt bizonyitando.

5.5.5 Allitas: (A*)*=A, mert (xA,y)=(x,yA*)=(yA",x)=(y, x(A*)*)=(x(4*)*, ).
5.5.6 Allitas: (AB)*=B*A*, mert (xAB,y)=(xA,yB*)=(x,xB*A").

5.6 Valés euklideszi tér, Cauchy-Bunyakovszkij egyenlétlenség

5.6.1 Definicio: egy B:R"xR"—R szimmetrikus bilineéris fiiggvény pozitiv definit, ha Vx#0: B(x,x)>0;
negativ definit, ha Vx#0: B(x,x)<0; pozitiv szemidefinit, ha Vx: B(x,x)>0; negativ szemidefinit, ha Vx: B(x,x)<0.
Ami egyik sem, az indefinit. 5.3.15 szerint egy pozitiv definit matrixa alkalmas bazisban 1, egy negativ definité —I;
egy szemidefinit matrixanak &tléjaban ezenfeliil 0-k is lehetnek.

5.6.2 Definicio: x,yeV elemek skaldrszorzata alatt B(x,y)-t értjiik, ahol B egy el6re rogzitett nem-elfajuld
szimmetrikus bilineéris fiiggvény. Jelolése (x,y).

5.6.3 Definici6: (valos) euklideszi tér egy V valés vektortér egy rajta értelmezett rogzitett pozitiv definittel.

5.6.4 Definicio: (e)i-; ortonormalt bazis a V euklideszi térben, ha a skaldrszorzds matrixa (e;)i=;-ben L. (Ilyen
biztosan van, 1d. 5.6.1 ill. 5.3.15.

5.6.5 Definici6: legyen V euklideszi tér. Ekkor veV normaja |v]|=v(v,v). A normara az alabbiak teljestilnek:
@ [o]=0, @ v#0 = [o[>0, @) [A]]] .
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5.6.6 Cauchy-Bunyakovszkij egyenlétlenség (CB): euklideszi térben |(a,b)|<|a|-|b| és egyenlsség pontosan
akkor teljesiil, ha a és b linearisan sszefiiggéek. (Ez végtelen dimenziés térben is igaz lesz, hiszen elég (a,b)-re
megszoritva belatni.)

Bizonyitas: ha b nullvektor, akkor az allitdss igaz. Ha egyik sem nullvektor, akkor irjuk fel
(a,a)—2A(a, b)+ (b, b)=(a—Ab,a—b)>0-t )\—%—re és  szorozzuk meg  (b,b)>0-val. Kapjuk, hogy
(a,a)(b,b)-2(a,b)*+(a,b)*>0 = (a,b)’<(a,a)(b,b). Mindkét oldal nemnegativ, tehat ennek vehetjiik a négyzetgyokeét,
igy pedig pont a bizonyitand¢ allitast kapjuk. Ha egyenl6ség all fenn, akkor (a—Ab,a—Ab)=0 = a—Ab=0, tehata és b
linedrisan osszefliggnek.

5.6.7 Kovetkezmény: legyen V=[0, 1] azaz a [0,1]—R folytonos fiiggvények halmaza. Ez szemmel lathatéan
vektortér R felett. V-n (f,g) / fingl szimmetrikus bilinedris fliggvény. S6t, pozitiv definit, mert
f£0 = / F(t)dt>0. (Ha f nem azonosan O akkor valahol f*(x)=2h>0. Mivel f(t) folytonos, x valamely & sugara
kornyezeteben F(t)>h, mindeniitt masutt f°(t)>0, igy az integral értékét alulrél becsiili §-h>0.) (CB) szerint tehat

1
([ Angtade)’s( [ fnde)-( [ g(0de).
5.6.8 Definicio: metrikus tér egy X halmaz és egy p:XxX—R fiiggvény, amelyre (1) x#zy = plx,y)>0 és
olx,x)=0, (2) plx,y)=ply,x) ésvégiil (3) plx,y)+ply,z)>plx,z) . EKkor p-t metrikanak hivjuk.

5.6.9 Allitas (haromszog-egyenlétlenség): tetszdleges euklideszi térben |x+y| <|x|+|y] .

Bizonyitas: a jobb oldal nemnegativ, elég tehat az egyenlStlenség négyzetét belatni. A bal oldal négyzetébe
beirva definiciéjat és becsiilve |x+y|*=(x+y,x+y)=|x|*+|y|*+20,y)< | x|*+ |y]|*+2](x,y)|. (CB) szerint
< x P+ lylP+2e x| - [y =< + [y )?, ez volt bizonyitandé. EgyenlSség csak akkor teljesiil, ha (CB)-ben
egyenlGség all fenn - azaz x és y linedrisan 6sszefiiggnek - és (x,y)>0. Ez pontosan akkor teljesiil, ha x és y egymas
pozitiv skaldrszorosai vagy egyikiik 0.

5.6.10 Kovetkezmény: euklideszi térben p(x,y)=|x—y| metrika.

5.6.11 Definicio: legyenek x,y a V euklideszi tér nem nulla elemei. Ekkor bezart szogiik az a ¢e[0,n] szdg,
amelyre cos (p=ﬁﬁ. Ez értelmes definicio, mert (CB) szerint a jobboldali kifejezés mindig [—1,1]-be esik.

5.6.12 Allitas: ha A métrixa az (¢;)_; ortonormalt bazisban A, A* pedig B, akkor B=A".

BizonyitéS' definici6 szerint eA=Y,_ a;e,. Mivel (e;) ortonormalt, (e;A,e)=a;. Hasonléan (e;A% e,)=b;. Ekkor
= (eiA, e)=(e;, e4")= (e A", ¢))=by;. Ez volt bizonyitando.
5.6.13 Definicié: legyen A a V euklideszi tér egy linearis transzformaciéja. A szimmetrikus, ha egy ortonormalt

bazisban szimmetrikus a matrixa. Ekkor 5.6.12 szerint A=A*, azaz A matrixa minden ortonormalt bazisban
szimmetrikus lesz.

5.7 Kvazi-linearis és sesquilinearis fiiggvények, komplex euklideszi tér

5.7.1 Definicié: legyenek V és WV vektorterek a komplex test felett. A Q:V—V leképezés kvazi-linearis, ha
(1) Qv1+v,)=Q(v1)+Q(,) és (2) QAA-v)=A-Q(0).

5.7.2 Definicié: kvazi-lineéris fliggvény egy V—C kvazi-linearis leképezés.

5.7.3 Definicié: legyen V egy komplex test feletti vektortér. Ekkor B:VxV—C sesquilinearis fliggvény, ha
yr:x— B(x,y) linearis és xg:y— B(x,y) kvazi-linearis, azaz:

(1) Vxy,x,,y€V: Blx;+x,,y)=Blxy, y)+Blx,,y)
(2) Yx,y1,42€ V: Blx,y1+y2)=Blx, 1)+ Blx, o)
(3) Vx,yeV,AeC: B(A-x,y)=ABlx,y)
(4) Vx,yeV,AeC: B(x,A-y)=X-B(x,y)

Ezek erdsen hasonlitanak a bilinedris fiiggvényekre. A problémamentesen atvihets, eddig csak bilineéris
fuggvényekre definialt fogalmakat, bizonyitott allitasokat és tételeket haszndlni fogjuk sesquilinearis fiiggvényekre
is.
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5.7.4 Definici6: B sesquilinearis fiiggvény Hermite-féle, ha B(x,y)=B(x,y). (Ez a szimmetrikus bilineéris
fiiggvény megfelelGje.) Egy ilyenre nyilvan B(x,x)eR.

5.7.5 Definici6: komplex vektortér felett a Hermite-féle fiiggvényeket nevezziik skalarszorzatnak.

5.7.6 Definicié: komplex tér felett azokat a Hermite-féle fliggvényeket hivjuk pozitiv definitnek, melyekre
v#0 = (v,9)>0. Komplex euklideszi tér avagy unitér tér egy komplex vektortér és felette egy rogzitett pozitiv
definit. Egy ilyen térben v normdja |o| =V[v,v). A normara az alabbiak teljesiilnek: (1) |0]=0,
@) v#0 = [o[>0, 3) [A|-]7| -

5.7.7 Tétel: komplex euklideszi térben is igaz (CB) |(a,b)|<|a]-|b| és egyenlsség csak linearis
Osszefliggbség esetén all fenn.

Bizonyitas: ha b nullvektor, akkor az allitds igaz. Ha nem, akkor irjuk fel )\=%—re

(a,a)=Ab,a)—-Ala,b)+AA(b, b)=(a—Ab,a—Ab)>0-t és szorozzuk meg (b,b)>0-val. Kapjuk, hogy
(a,a)(b,b)—(a,b)b,a)—(a,b)(a,b)+(a,b)a,b)= (a,a)b,b)—(a,b)(a,b)= ||a||2- H b||2— |(a,b)|220.

Ebbél atrendezéssel és gyokvondssal (mindkét oldal nemnegativ) kapjuk a bizonyitand¢ allitast. Egyenléség
ismét csak (a+Ab)=0 esetben lehetséges, ekkor a és b linearisan 6sszefiiggsek.

5.7.8 Allitas: unitér térben |a+b|<|a|+]|b] .

Bizonyitas: nyilvan elég az egyenlétlenség négyzetét belatni, hiszen mindkét oldal nemnegativ valés.

(a+b,a+b)=(a,a)+(b,b)+(a,b)+(a,b)=|a|*+|b]*+2-Rela,b)< | a|*+]b]|*+2|(a,b)| < | a|*+] ]| *+2]a| - | 8|

(felhasznalva (CB)-t) épp a bizonyitand¢ allitast adja.

5.7.9 Kovetkezmény: ha V unitér tér, akkor p(x,y)=|x—y| metrika V-n.

5.7.10 Allitas: ha a V unitér térben (e,-)le paronként merdleges nem nulla vektorok, akkor lineédrisan
fliggetlenek.

Bizonyitas: legyen Y 0e,=0 és  lassuk  be, hogy = Vj:o=0. Vegytk  észre,  hogy
0=(0,¢)=((XiL1 aie;), €)= Blej, e;), mert az i#j-hez tartoz6 tagok 0-k. Mivel unitér térben vagyunk, (e, e;)#0, azaz
a;=0. Ezzel az allitast belattuk.

5.7.11 Allitas: ha V unitér térben (e)l_, paronként meréleges nem nulla vektorok, akkor kiegészithetGek
ortogondlis bazissa.

Bizonyitas: vegyiink addig hozz4 meréleges nem nulla elemeket, amig lehet, azaz amig mar nincs V-ben tSbb

nem nulla vektor, ami az Osszes eddigire meréleges. Legyen ez a maximalis ortogonalis rendszer (g;);. 5.7.10
(x,¢i)
(eje;) 7

szerint ez linearisan fuiggetlen; mar csak azt kell belatnunk, hogy generalja V-t. Legyen xeV tetszéleges, A=
y=X1"1 Ae;. Ekkor Vi: (y,e)=(x,e;), azaz x—y merGleges a bazis dsszes eddigi elemére. Ha nem vehetjiik hozza (e;)i2,
-hez, akkor nullvektor, tehat x=y. Eszerint V minden eleme felirhat6 az ¢; -k linedris kombinaci6jaként.

5.7.12 Allitas: ha V unitér, akkor van benne ortonormalt bazis. Ugyanis 5.7.11 szerint talalhaté V-ben (f)iL,
ortogonalis béazis. Ekkor az e= | f;| "-f; vektorokbol 4116 bézis ortonormélt lesz, hiszen |e;|=|f| " [£]=1.

5.7.13 Kovetkezmény: minden n-dimenzidés komplex euklideszi tér izomorf, hiszen minden pozitiv definit
sesquilinedris fliggvény matrixa alkalmas bazisban I. Ebben (XL, oue;, 20ty Bie)) =201 of3;.

5.8 Adjungalas unitér térben. Normaélis, 6nadjungéalt és unitér transzformaciok

5.8.1 Allitas: legyen V-n a skalarszorzas Hermite-féle fiiggvény. Ekkor (1) minden feV* linedris fiiggvényre
pontosan egy olyan veV van, amelyre a v;: x— V(x,v) linearis fliggvény éppen f. Hasonléan (2) pontosan egy

ueV-relesz ify: x—(u,x) éppen f. Bizonyitasa azonos 5.5.1 bizonyitasaval.

5.8.2 Definici6: legyen V-n a skaldrszorzis nem-elfajul6 sesquilinedris fiiggvény, AeHom(V,V). 5.8.1 szerint
minden egyes yeV-re pontosan egy olyan ueV van, amelyre az x—>(xA,y) lineéris fiiggvény azonos x+— (x,u)-val.
Legyen A" az a leképezés, amely y-hoz u-t rendeli.

5.8.3 Allitas: A" linearis transzformacio.
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Bizonyitas: (y;+1,)A"=y;A"+y,A* ugyandagy bizonyithato, mint 5.5.3-ban. (Ay)A*=X-(yA*) pedig abbol
kovetkezik, hogy (x, (Ay)A")=(xA, Ay)=A(xA, y)=Alx, yA%)=(x, A- (yA")) .

5.8.4 Allitas: az adjungalas *: A—> A* kvazi-lineéris leképezés.

(x, (A A ) = (A Ay, y) = (x A 2 Ay, )= (AL y) + (A, y)= (0, y A + (3 y A) = (0, y(AT+A)) s
(2, y(AA)=(x(AA), y) = (A-xA, y)= A (e, y A7) = (x, Ay A7) = (e, y(A- AT)).

5.8.5 Allitas: (A*)*=A, mert (xA,y)=(x,yA*)=(yA" x)=(y, x(A7F)=(x(4*)% y).

5.8.6 Allitas: (AB)*=B*A*, mert (xAB,y)=(xA,yB*)=(x,yB*A").

5.8.7 Allitas: legyen (e)iz; ortonormalt bazis a V komplex euklideszi térben. Legyen az A linedris
transzformaci6 métrixa (¢;)-ben A, adjungaltjaé B. Ekkor B=A".

Bizonyitas: definici6 szerint eA=3; jaze, és eA"=Y; ibye,. Ezt beirva (eA,e)=(e;,eA")-ba és kihagyva a
bile;

merdGleges skalarszorzatokbol kapott 0 tagokat (a;e;,¢;)=(e;, bje), azaz a;=ajle; e)=b;le; e; E

5.8.8 Definicio: a V komplex euklideszi tér feletti A linedris transzformdacié onadjungalt, ha A=A". Ez 5.8.7
alapjan ekvivalens azzal, hogy matrixa barmely ortonormalt bazisban a transzponaltjanak konjugaltja.

5.8.9 Definicio: legyen V komplex euklideszi tér. AcHom(V, V) unitér, ha A*A=1.

5.8.10 Definicio: legyen V komplex euklideszi tér. AeHom(V,V) normalis, ha A*A=AA". Nyilvan minden
onadjungalt és minden unitér transzformacié normalis.

5.8.11 Allitas: legyen AeHom(V,V) normalis transzformaciénak v sajatvektora A sajatértékkel. Ekkor A
adjungaltjanak is sajatvektora v, mégpedig A sajatértékkel.

Bizonyitas: v(A-A-I)=0 tehat & 0=(0(A-A-I),0(A=A-I))=(v,0(A=A-I)(A=A-I)*). Felhasznalva, hogy az
adjungalas kvazi-linearis: (A—A-I)(A=A-I)"=(A—-A-I)(A"—A-I). Ezt kifejtve minden tag egy olyan kéttényezGs szorzat
lesz, ahol a tényezdk felcserélhetSek, mert vagy egyikiik I, vagy a szorzat AA*, ami azért felcserélhets, mert A
normalis. Igy az egész szorzat felcserélhets, azaz (A—A-I)(A*—X-I)=(A*—X-I)(A-A-I)=(A*=X-I)(A*-X-I)*. Ezt
visszairva (O-be 0=(v,v(A*=X-I)(A*=X-I)*)=(v(A*~X-I),v(A*~X-I)). V euklideszi tér, tehat ebbdl kovetkezik
v(A*-X-1)=0, a bizonyitand¢ allités.

5.8.12 Kovetkezmény: onadjungalt transzformacié minden sajatértéke valds, hiszen ha v sajatvektor A
sajatértékkel, akkor Asajatértékkel is, tehat A=A.

5.8.13 Allitas: A unitér transzformacié minden sajatértékének abszolttértéke 1.

Bizonyitas: vA=M0 = A-(v,0)=(vA,vA4)=(0,vA44%)=(0,0). Mivel (v,0)#0, ebb6l kévetkezik AM=|A|*=1.

5.8.14 Allitas: A pontosan akkor unitér, ha Vx,yeV: (xA,yA)=(x,y), azaz egy komplex euklideszi tér snmagara
vett linearis izometridi épp az unitér transzformaciok.

Bizonyitas: ha A unitér, akkor (xA,yA)=(x,yAA*)=(x,y). Ha pedig Vx,yeV:(x,y)=(xA,yA), akkor VyeV-re
megegyeznek az x— (x,yAA") és az x—(x,y) linearis fiiggvények. Ekkor 5.8.1 szerint VyeV:y=yAA*, tehat
AA=T.

5.8.15 Kovetkezmények: (1) I unitér; (2) ha A; és A, unitér, akkor A;A, is; (3) ha A unitér, akkor Al is

5.8.16 Allitas:
(1) I onadjungélt.
(2) ha A; és A, onadjungélt, akkor A;+A, is, mert az adjungélds kvézi-linearis transzformacio.
(3) ha A; és A, onadjungalt, akkor A;A, pontosan akkor onadjungalt, ha A; és A, felcserélhets. Ugyanis ha
felcserélhetSek, akkor (A;A,)*=A3A7 =A,A;=A;A, és a szorzat valoban 6nadjungalt, ha pedig a szorzat 6nadjungalt,
akkor A;A,=(A;Ay)"=A3A] = A,A;, valoban felcserélhetdek.

5.8.17 Allitas: ha A minden elem norméjat megtartja a V euklideszi térben, akkor Vx,yeV: (xA,yA)=(x,v).

Bizonyitas: (x+Ay,x+Ay)=(xA+(Ay)A, xA+(Ay)A). Kivonva (x,x)+(Ay, Ay)=(xA, xA)+((Ay)A, (Ay)A)-t kapjuk, hogy
(x, Ay)+(Ay, x)=(xA, (Ay) A)+((Ay) A, xA), azaz Alx,y)+Aly,x)=AxA, yA)+AyA,xA). Ebbe behelyettesitve valos esetben
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A=1-et, komplex esetben ezenkiviil A=i-t és felhasznélva, hogy (x,y)=(y,x), némi szamoldssal a bizonyitand6
allitast kapjuk.

5.8.18 Allitas: legyen V komplex euklideszi tér. Ekkor tetszSleges A V feletti linearis transzformécio elall
A=A +i-A, alakban, ahol A; és A, tnadjungaltak. Ugyanis ;41=%(;4+;4*), ;42=%i-(;4*—;4) j6 lesz.
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