50. oldal Algebra

6. Csoportelmélet

6.1 Csoportaxiomak, alapfogalmak

6.1.1 Definici6: csoport egy olyan (G,-) rendezett péaros, ahol G egy halmaz, - pedig egy GxG—G mudivelet,
amely teljesiti a csoportaxiémakat:

(G1) amivelet asszociativ, azaz (a-b)-c=a-(b-c).

(G2) van jobb és bal egységelem (neutralis elem), azaz Jeg,e;€G: VacG: a-ep=¢;-a=a. (Ezek egyenlGek, mert
er=e.-eg=er).

(G3) minden elemnek van jobb és bal oldali inverze, azaz VgeG:3g;' gz €G:ggx =41 -g=e. Ezek
egyenlSek, mert g7 '=g; '(gex')=(¢1"¢)gx ' =gx "

6.1.2 Allitas: ezzel ekvivalensek az alabbi feltételek:
(G1) a mdvelet asszociativ.
(GL2) van bal oldali egységelem.
(GL3) van bal oldali inverz.

Bizonyitas: tegyiik fel, hogy e bal oldali egységelem és a bal oldali inverze a,, 4, bal inverze a,. Ekkor
aay=elaay)=(aya0)(aag)=a(aga)ay=ay(eap) =a,ay=e, tehat aya=e = aay=e, minden elem bal inverze egyben jobb inverz is.
Ekkor VxeG: xe=x(x"'-x)=(x-x"')x=ex=x, azaz e jobb oldali egységelem is egyben.

6.1.3 Megjegyzés: bal egység és jobb inverz még kevés lenne, mert az xy=y mdvelet asszociativ, minden elem
bal egység, raadasul barmely elemhez és barmely e bal egységhez e megfelel jobb inverznek; marpedig igy egynél
tobb elem esetén nem kapunk csoportot.

6.1.4 Jelolés: az egységelemet 1, acG inverzét a' jeldli. (Additiv csoportban 0 illetve (-a).)

-1 -1

6.1.5 Megjegyzés: (ab) '=b""a"".

6.1.6 Definicié: ha a G csoportban a szorzas kommutativ, azaz Va,beG: ab=ba, akkor G kommutativ avagy
Abel-csoport.

6.1.7 Allitas: ha G csoport, akkor Va,beG -re pontosan egy megoldéasa van az ax=b ill. az ya=b egyenleteknek.

Bizonyitas: nyilvan elég az egyik egyenlettel foglalkozni. ax=b = x=a 'ax=a"'b, tehat méas nem lehet j6
megoldas; ez pedig az.

6.1.8 Allitas: 6.1.1-el ekvivalens definici6 az alabbi:

(G1) amdtivelet asszociativ.
(G2') az ax=b,ya=b egyenletek Va,beG -re megoldhatoak.

Bizonyitas: ha G csoport, akkor ezek 6.1.7 szerint igazak. Lassuk a masik iranyt: legyen e az ya=a egyenlet
megoldasa. Ekkor VxeG: eax=ax. Minden b felirhaté ax alakban, tehat VbeG: eb=b = e bal egység. VaecG: ya=e
megoldhatd, tehat (GL3) is teljestil.

6.1.9 Definici6: a G csoport rendje a G halmaz elemeinek szama. Jelslése |G|. Ha ez véges, akkor G véges
csoport.

6.1.10 Megjegyzés: véges elemszam esetén G pontosan akkor csoport, ha a mtivelet asszociativ és teljesiil ra az
an. ,egyszerdsitési szabaly”: ax,=ax, = x;=x, és y,a=1,a = y,=Y,. Végtelen elemszamndl ez sziikséges, de nem
elégséges feltétel, hiszen pl. a pozitiv egészek az Osszeaddssal kielégitik, asszociativak, rdaddsul még
kommutativak is, de nincs koztiik egység.

6.1.11 Definici6é: G csoportban az a elem n-edik hatvanya (n egész) a kdvetkezs: n>0 esetén G azon eleme,

melyet a n-szeri dsszeszorzasaval kapunk; n=0-ra 1; n<0 esetben a~' |n|-edik hatvanya. Jelslése a". Kénnyen

n_m n+m

ellendrizhetéen a"a"=a""". Ebbdl kdvetkezik, hogy egy elem hatvanyai tetsz6leges csoportban felcserélhetSek.
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6.1.12 Definicié: legyen a a G csoport egy eleme. Vegyiik a tsszes hatvanyat. Ezek vagy mind kiilonbozéek,
vagy vannak koztiik azonosak, pl. a'=a’ (i<j). A masodik esetben a’~'=1, tehat van egy legkisebb pozitiv k, melyre
a"=1. Legyen a rendje végtelen, ha minden hatvany kiilénb6z6, egyébkeént legyen min{keZ*|a*=1}.Jelslése ofa).

6.1.13 Definici6: komplexusnak nevezziik egy G csoport részhalmazait. Az alabbi mtveleteket definialjuk
rajtuk: K;K,={kk,|k;eKy, k,eKy}, K '={k"'|keK}. A K-{a} és {a}-K komplexusszorzatokat az egyszertiség kedvéért
aK ill. Ka jelsli. A komplexusszorzas asszociativ, az egység {1}. Az alabbiak teljesiilnek:

(1) (K=K, @) (KKy) '=K'K;', () KicK, = K 'Ky, KK, K"SK'K,K" ,
(4) (ﬂ(XEIKD()'(ﬂﬁEIKﬁ):ﬂ(l){,ﬁ)EIX](K&'Kﬁ) ’ (5) (UaeIKa)'(Uﬁe]Kﬁ):U(a,ﬁ)elx](Ka'Kﬁ) s
(6) (maeIKa)ilzﬂaeIK;l és (7) (UoreIKa)ilzuoreIK;l .

6.1.14 Definicié: a H komplexus részcsoportja G-nek, ha csoport a G-beli mtveletre nézve. Jelolése H<G.

6.1.15 Allitas: H komplexus pontosan akkor részcsoport G-ben, ha nem {ires, tartalmazza barmely két
elemének szorzatét és barmely elemének inverzét is. Ekkor persze az G egységét is tartalmazza.

Bizonyitas: ha részcsoport, akkor a csoport definicidja alapjan zart a szorzésra nézve és van benne egy e egység.
Ez csak G egysége lehet, mert akkor e-e=e=1-e és az egyszerUsitési szabaly alapjan e=1. Hasonléan belathato,
hogy egy acH elem H-beli inverze azonos kell legyen G-beli inverzével, tehat H-nak tartalmaznia kell minden
elemének inverzét is. Ha pedig H teljesiti ezeket a feltételeket, akkor lathatéan teljesiti 6.1.1 feltételeit.

6.1.16 Allitas: legyen H komplexus a G csoportban. Ekkor az aldbbi feltételek ekvivalensek:

@ H#0 2 H=p ®) 4 )

H<G < HHcH < HH=H Hgng o Hﬁng
H'cH H'=H = -

Bizonyitas: (2) egyszertien 6.1.15 feltételeinek megfogalmazasa komplexusszorzattal, tehat (1) < (2). (1)-bdl
kovetkezik (3), mert 1eH = H={1}-HCH-H és (2) szerint H2H-H, ezeket tsszevetve H=H-H. Masrészt (2)-b6l
6.1.13.1 és 6.1.13.3 alapjan H=(H ') 'cH 'cH, azaz H=H'. Eddig (1)< (2)= (3). Ha (3) teljesiil, akkor
HH '=HH=H, azaz (3) = (5). (5) = (4) nyilvanval6. Ha (4) teljestil, akkor JaeH = 1=aa"'eHH 'cH, azaz 1eH.
Ekkor beH = b '=1b"'eHH 'cH, azaz beH =b'eH. Ezt alkalmazva a,beH=b"'eH =
ab=a(b™?)'eHH 'CH, azaz a,beH = abeH. Osszesitve (4) = (2) . Ezzel az allitast belattuk.

6.1.17 Allitas: ha G csoport és az I indexhalmazra Vael: H,<G, akkor N, H,<G.

Bizonyitas: 6.1.13.4, 6.1.13.6 és 6.1.16.4 felhasznalasaval (NH,)-(NH,) '=(NH,)-(NH,")=N(H,H,")=NH,. Mivel
NH, tartalmazza G egységelemét - hiszen minden részcsoport tartalmazza -, nem {ires, tehét teljesiil ra a 6.1.16.5
feltétel, azaz részcsoport.

6.1.18 Definicié: G csoportban a K komplexus altal generalt részcsoport a legsziikebb olyan részcsoport, amely
tartalmazza K-t. Jelolése (K). Ez létezik, mert (K)=Nygcp<cH az el6z6 pont szerint részcsoport, tehat megfelel a
feltételeknek. Lathato, hogy K;=K, = (K;)<=(K;).

6.1.19 Allitas: ac(K) <« eldall véges sok K-beli elem hatvanyainak szorzataként.

Bizonyitas: ha el6dll ilyen alakban, akkor benne kell legyen minden H2K részcsoportban, mert H-nak zartnak
kell lennie a mtveletekre. A véges sok K-beli elem hatvanyai szorzataként elGallithaté G-beli elemek komplexusa
pedig részcsoport, mert zart a szorzéasra és az inverzképzésre. Ez tehat tényleg a legsziikebb HOK részcsoport.

6.1.20 Definici6: G csoport egy K komplexusa generatorrendszer G-ben, ha (K)=G. G végesen generalt, ha
van véges elemszamu generatorrendszere.

6.1.21 Allitas: G csoport a elemére ofa)=|(a)| .

Bizonyitas: ha o(a)=k véges, akkor aM=gl | ezért A={a0=l,a,a2,...,ak’1} -ben szerepel a 6sszes hatvanya, tehat
A=(a). Ezek valéban kiilonb6z6 elemek, igy |A|=k és ezt akartuk bizonyitani. Ha a rendje végtelen, akkor az a
altal generalt részcsoport hasonlé meggondolasok alapjan {a"|neZ}, ennek rendje valéban végtelen.

6.1.22 Definicio: legyenek G, és G, csoportok, ¢: G;—G,. ¢ homomorfizmus, ha Va,beG;: (ap)(bo)=(ab)e.

6.1.23 Definicio: a ¢: G;— G, homomorfizmus képe Im p={aeG,|3xeG,: xp=a}, magja Ker p={aecG,|xp=1}.
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6.1.24 Definicié: a ¢ homomorfizmus epimorfizmus, ha Imp=G,, jelolése ¢:G,—»G,. Monomorfizmus, ha ¢
G; képén invertalhato, jelolése ¢: G~ G,. Izomorfizmus, ha mindketts, azaz bijekcid, jelolése ¢:G;=>G,. Ekkor
G, és G, izomorfak, jelolése G=G, vagy G;5G,.

6.1.25 Megjegyzés: az izomorfia ekvivalencia-reldcio, hiszen izomorfizmusok inverze és kompozicidja, tovabba
a G— G identikus leképezés is izomorfizmus, tehét az izomorfia tranzitiv, szimmetrikus és reflexiv.

6.1.26 Allitas: a ¢:G;—G, homomorfizmus képe részcsoport G,-ben. Ugyanis Im¢ két tetszéleges elemét

felirva agp, be alakban (a¢)(bg) '=(ab™")¢ is eleme a képnek, tehat 6.1.16.4 szerint I ¢ részcsoport.

6.1.27 Definicié: nxn-es latin négyzet egy olyan nxn-es tabldzat, melyben osszesen n kiilonbozé elem
szerepel, minden sorban és minden oszlopban minden elem pontosan egyszer. Két latin négyzet akkor ekvivalens,
ha az alaphalmazaik kozott létezik olyan bijekcié, ami egymasba viszi Sket. Az A és B latin négyzetek
ortogonalisak, ha az (a;, b;) rendezett parok mindegyike kiilonboz6.

6.1.28 Definicié: legyenek G (lehetSleg véges) csoport elemei g¢,=1,9,93,.... Ekkor G szorzas- vagy
Cayley-téblazata az a téblazat, melyben az i-edik sor j-edik eleme g;-¢;. Ez 6.1.8 szerint latin négyzet, viszont nem
minden latin négyzet 4ll el6 csoport Cayley -tdblazataként, mert az asszociativitds nem mindig teljesiil. (Es nagyon
problémas ellendrizni egy szorzéastablazatrdl, hogy asszociativ -e.)

6.2 Példak

Az egyelemd csoport jelolése 1.

Az n-elemd ciklikus csoport az az n-elemd csoport, melynek van olyan eleme, ami generalja. Ez kommutativ,
mert egy elem hatvéanyai felcserélhetSek, jelolése Z,. A Z, végtelen ciklikus csoport az egy elem &ltal generalt
végtelen rendd csoport. A Z,~ kvaziciklikus avagy Priifer-csoport (p prim) a p*-adik egységgyokok csoportja a
szorzésra, ahol k befutja a nemnegativ egészeket. (Masként megfogalmazva: konnyen ellendrizhet6en Z,2-ben
pontosan (p—1) p-edrendd elem van, azaz Z,2-nek pontosan egy Z,-vel izomorf részcsoportja van. Hasonl6an
egyértelmten foglalhaté bele Z,1-be Z,. Tehét értelmes a Z,o=U keN(ZpSZp2$ Z,,3s...sZ,,k) definici6.) Ez
kommutativ és |Zpoo| =No.

A D, diédercsoport (n>3) a szabélyos n-szog egybevagosagainak csoportja. Ennek elemei a forgatasok:
1f, %" és atiikrozések: ttf,tf>,...,tf""". Nem kommutativ, hiszen ft=tf'#tf. Rendje 2n. D,-nek pontosan
akkor részcsoportja D,,, ha m|n.

Az S, szimmetrikus csoport az n-elemd permutdciok csoportja. Ez sem kommutativ, ha n>3. |S,|=n! és
m<n = S,,<S,. Az A, alterndl6 csoport elemei az n-elemd paros permuticiok. A, nem kommutativ, ha n>4.
1y 4
|A,|=3n! és m<n = A, <A,.

Egy (K, +,-) testre K additiv csoportja (K, +), multiplikativ csoportja (K~{0},-), mindkett6 kommutativ. Ez
utobbit mul(K) vagy K* jeloli. GL,(K) a K feletti nxn-es invertdlhaté métrixok csoportja a matrixszorzasra; ez n=1
-re K*, egyébként nem kommutativ. SL,(K) a K feletti 1 determinanst nxn-es métrixok csoportja a matrixszorzasra.
Ez n=1-re érdektelen, egyébként nem kommutativ (ugyanis (51) (11)=(11)%(12)=(11)(1)). A K feletti affin csoport
Aff(K)={x+—>ax+b|a,beK;a#0} a fiiggvénykompoziciora. Specialisan Aff(p)=Aff(F,), ez p>2-re nem kommutativ.
PGL,(K)={x— i’;g |ad—bc#0}. Hogy ezek bijektivek legyenek, nem K— K vessziik 6ket, hanem KU{oo}— KU{oo},

ax+b

ahol x——_17 az x= —4 helyen oo, co-ben pedig £. Ekkor ismét egy nem kommutativ csoportot kapunk. PSL,(K)
azon PGL,(K)-beli elemek csoportja, ahol ad—bc=1.

A Q kvaterniécsoport az {1,-1,i,—i,j,—j,k,—k} kvaterniok csoportja a kvaterniészorzésra. Rendje 8, nem
labe
kommutativ. A Klein-féle csoport az a négyelemd csoport, melynek Cayley -tdblazata j % 3 2 , kommutativ.
cbal
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6.3 Mellékosztalyok. Lagrange- és Wilson-tételek

6.3.1 Definici6: legyen H<G. Ekkor a-H-t ill. H-a-t az a elem H szerinti bal ill. jobb oldali mellékosztalyanak
hivjuk. A mellékosztalyokra az alabbiak teljestilnek:

(1) aeaHNHa, mert a=a-1=1-a.
(2) |aH|=|H|, mert ah—h az egyszertsitési szabaly szerint bijekci6 a két halmaz kozott.
(3) két H szerinti azonos oldali mellékosztily vagy azonos, vagy diszjunkt.

Bizonyitds: nyilvan elég az allitast pl. bal oldali mellékosztalyokra belatni. Ha aH és bH diszjunktak, akkor az
allitas igaz. Ha seaHNbH, akkor s=ah,=bh, : h,h,eH. Ekkor b=ahh,', azaz VheH: bh=a(hh;'h)eaH, ezért
bHcaH . Ugyanigy aH<bH, tehat aHC bH . Ezzel az Allitast belattuk. Kovetkezmény:

(4) egy részcsoport azonos oldali mellékosztélyai a csoport egy particidjat adjak. Ennek eleme H=H-1=1-H.

(5) aH=H < aeH, trividlis.

(6) a és b pontosan akkor van ugyanabban a H szerinti bal oldali mellékosztélyban, ha b 'acH, mert
felhasznalva. Ugyanis (3) szerint pontosan akkor vannak egy mellékosztilyban, ha aH=bH-val, amivel a
komplexusszorzas asszociativitasa miatt ekvivalens b~ 'aH=b"'bH=H, ez pedig (5) szerint ekvivalens b 'acH-val.

Jobb oldali mellékosztéllyal ba 'cH a feltétel.

6.3.2 Allitas: a H szerinti jobb és bal oldali mellékosztalyok szamossaga azonos.

Bizonyitas: 6.3.1.6 szerint a és b pontosan akkor vannak ugyanabban a bal oldali mellékosztalyban, ha a™" és
b™' ugyanabban a jobb oldali mellékosztalyban vannak. Eszerint az f:a—a " bijekcié a bal és a jobb oldali
mellékosztalyok kozott is bijekciot létesit, ezek tehat ugyanannyian vannak.

6.3.3 Definici6: a H részcsoport indexe G-ben a H szerinti mellékosztalyok szamossdga G-ben. Jelolése |G: H]| .
6.3.4 Lagrange-tétel: |G|=|G:H|-|H]|.

Bizonyitas: valasszunk ki minden baloldali mellékosztalybdl egy elemet, legyen ezek halmaza K. Ekkor G
minden eleme egyértelmden all el6 g=k-h : keK,heH alakban. El64ll, mert véve a g-vel azonos mellékosztalyban
16v6 keK elemet k'g=heH 6.3.1.6 szerint. Egyértelmden, mert ha g=khi, akkor k és ¢ azonos mellékosztalyban
vannak, azaz k egyértelmd és ha g és k adott, akkor i mar csak egyféle lehet az egész G-ben az egyszertsitési
szabély szerint. K és a mellékosztalyok kozott k—kH bijekcio és az elébbiek szerint KxH és G kozott (h, k)—hk
szintén bijekcié. Osszevetve |G:H|-|H|=|K|-|H|=|G|, ez volt bizonyitandé. (Ebbsl véges csoporton beliili
mellékosztalyokra kovetkezik 6.3.2. Végtelenre viszont nem, mert pl. Ny-NX,=2-,, pedig Ny#2.)

6.3.5 Kovetkezmény: ha G véges csoport és H<G, akkor |H| ' |G| . Specialisan o(a)' |G|.

6.3.6 Korrolarium: ha p prim és a p-hez relativ prim, akkor E-ban a rendje osztja a csoport rendjét, azaz (p—1)
-et. Eszerint a’~'=1 (mod p).

6.3.7 Allitas: véges Abel-csoportban az dsszes elem szorzata egyenl6 a masodrendd elemek szorzataval. (Nem
kommutativ vagy végtelen csoportban nincs is értelme az dsszes elem szorzaténak.)

Bizonyitas: a kommutativitds miatt ezt a szorzatot at szabad rendezniink. 2 -nél kisebb rendd elem csak az
egység, ami a szorzatot nem valtoztatja. Elég tehat belatnunk, hogy a 2 -nél nagyobb rendd elemek szorzata egy.
Ezek pedig parba allithatéak tigy, hogy mindegyik elem pérja az inverze, hiszen mindegyik pontosan egy elem
inverze, az szintén nem masodrendd és nem onmaga. A szorzat tehat atrendezve és atzardjelezve néhany 1
szorzata lesz, ami még mindig 1. Ezzel az allitast belattuk.

6.3.8 Kovetkezmény (Wilson-tétel): (p—1)!=-1 (modp).

Bizonyitas: ha p=2, akkor az dllités igaz. Ha p>2, akkor alkalmazzuk az el6z6 allitast F, multiplikativ
csoportjara: (p—l)!=nglex=Ho(x):2x=Hx2_1:0,x¢1x=H(x_1)(x+1):0,x¢1x. Testben egy masodfoku polinomnak legfeljebb
két gyoke van. 1 és -1 két kiilonbozé gyok, tehat a feltételeknek csak a -1 felel meg (= ez az egyetlen
masodrendd elem). Eszerint (p—1)! :erJFp,x:—l x=-1.
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6.4 Konjugalt, konjugéalt osztaly, normaloszto.

Homomorfizmus-tétel, izomorfizmus-tételek

6.4.1 Definicié: a,beG elemek konjugaltak, ha JxeG: x lax=b. Bz ekvivalencia-relaci6, mert 17 %4-1=a miatt
p(xV)=a miatt szimmetrikus és b=1x ax,,c=x; bx, = c=(vyx,) ‘a(x,x,) miatt tranzitiv.

reflexiv, x 'ax=b = (x)
Ezek szerint a relacié ekvivalencia-osztalyokra bontja G-t, ezek a konjugélt osztalyok. A K komplexus x elemmel
vett konjugaltja x~'Kx={x""kx|keK}. Az a elem konjugalt osztélyat néha [a]-val jeloljiik. (Néha meg cl(a)-val.)

Nyilvan [1]={1}, hiszen x "1-x=x""x=1.

6.4.2 Jelolés: a*-elilletve K*-el jeloljiik a elem ill. K komplexus x-el vett konjugaltjat. Ha H<G,K<G, akkor H*
(k”'nk|heH,keK)=(k 'Hk|keK)-t jeloli, azaz a H komplexus K-beli elemekkel vett konjugaltjai 4ltal generélt
részcsoportot. (Szerencsére igy H™'=H", mert H'<G.)

6.4.3 Definici6: G egy H részcsoportja normdloszt6 (esetleg normalis részcsoport), ha bal és jobb
mellékosztalyai megegyeznek, azaz VaeG: aH=Ha. Jelolése H<G.

6.4.4 Megjegyzés: H<G-hez elég, hogy H jobb és baloldali mellékosztalyai ugyanazt a particiét adjak. Ugyanis
ekkor aH felirhat6 Hb alakban, igy 6.3.1.1 szerint aeaH=Hb = acHb = Ha=Hb=aH. Ez alapjan
|G:H|=2 = H<G, hiszen H barmely oldali mellékosztalyai a {H,G~H} particiot adjak.

6.4.5 Definici6: G csoport egyszerd, ha csak trividlis normalosztdja van, azaz H<G = (H={1} vagy H=G).
6.4.6 Allitas: H részcsoportra pontosan akkor teljesiil H<G, ha H konjugalt osztalyok unidja.

Bizonyitas: H<G < VaeG: aH=Ha < VaeG: a 'Ha=H. Ehhez sziikséges VacG: a” 'HacH és elég is, mert ha
teljesiil, akkor Va 'eG: (@Y 'Hla Y)<H, azaz YaeG:aHa 'CH= Hca 'Ha. Osszevetve HCa 'HacH, eszerint
azonosak. Tehat H<G < VaeG:a 'HaiCH < VaeG,heH: a 'hacH, ami azt jelenti, hogy H minden elemének
minden konjugéltja benne van H-ban. Ezzel az allitast belattuk.

Eszrevehetjiik, hogy H<G < (H<G és (abeH = bacH)).

Az allitasbol lathat6, hogy a ,Lagrange-tétel megforditasa” - ha G véges csoportra k‘ |G|, akkor G-nek van k

elemd részcsoportja - nem igaz. Ugyanis 6|12=|A,|, de A,-nek nincs hatelemt részcsoportja, mert ha lenne, akkor
az 2 indexd, tehat normaloszté lenne, azaz teljes konjugalt osztdlyokbdl &llna. Viszont A, konjugalt osztalyai
rendre 1,3,4,4 elemdek, ebbdl nem lehet hatelemt részcsoportot épiteni. Kommutativ csoportban a megforditas

igaz, Id. véges Abel-csoportok alaptétele.

6.4.7 Definicio: legyen N<G. Ekkor a G/N faktorcsoport elemei az N szerinti mellékosztalyok (mivel
normaéloszté, mindegy, hogy bal vagy jobb oldali), a mitvelet pedig a komplexusszorzas. Két mellékosztaly
komplexusszorzata valoban mellékosztaly, ugyanis (aN)(bN)=a(Nb)N=a(bN)N=(ab)(NN)=(ab)N. (Ez nem fiigg attol,
hogy az adott mellékosztalyok mely elemeit valasztottuk ki; egy N szerinti mellékosztdly barmely elemének
komplexusszorzata N-el maga a mellékosztdly.) Az asszociativitdas kovetkezik a G feletti szorzas

asszociativitasabol. A faktorcsoport egységeleme N. Inverz is van, mégpedig (aN) '=N"'a '=Na"'=a"'N.
6.4.8 Megjegyzés: legyen N<G. Ekkor a y: G—G/N ,természetes homomorfizmus” legyen y:g— ¢N. Ennek

képe a teljes faktorcsoport, hiszen minden N szerinti mellékosztaly el6dll egy elem N-el vett
komplexusszorzataként; erre a mellékosztaly barmely eleme alkalmas. Magja 6.3.1.5 szerint N.

6.4.9 Homomorfizmus-tétel: ha ¢: G;— G, homomorfizmus, akkor Ker p<G; és Im p=G/Ker ¢.

Bizonyitas: legyen acKer,xeG,. Ekkor (x 'ax)p=(x""¢)(ap)(xp)=(xp) "-1-(xp)=1, azaz x 'axcKer¢. Eszerint a
mag teljes konjugalt osztalyok unidja, tehat - mivel részcsoport - normaloszté. Vizsgaljuk meg, mikor lesz az
a,beG; elemek képe azonos: ap=byp < ap=(ala 'b))p < ap=ap-(a 'b)p < (a'b)p=1 < a 'beKer ¢. Pontosan akkor,
ha ugyanabban a Ker¢ szerinti mellékosztalyban vannak, azaz ¢ bijekci6 a kép és a faktorcsoport kozott. Konnyen
ellendrizhet8en muvelettartd, tehat izomorfizmus.

7z

6.4.10 Allitas: G csoport K komplexusa pontosan akkor normalosztd, ha el§all egy G-n értelmezett
homomorfizmus magjaként. Ez az el6z6 két pont trivialis kovetkezménye.

6.4.11 Allitas: ha H,,H,<G, akkor H,H,<G < H,H,=H,H,.



Csoportelmélet 55. oldal

Bizonyitas: felhasznalva 6.1.16.3-at: H,,H, H,H,<G = H,H,=(H,H,) '=H, 'H;'=H,H,. Ha pedig a két
komplexusszorzat megegyezik, akkor (H,H,)(H;H,) '=H,(H,H;"|H;"=H,(H,H,)=(H,H;)H,=H,H,, azaz 6.1.16.5
szerint H,H, val6ban részcsoport.

6.4.12 Allitas: H<G,N<G = (H,N)=H-N.

Bizonyitas: H-Nc(H,N) nyilvanval6. A norméloszt6 definicidja alapjan H-N=N-H, tehat 6.4.11 szerint H-N
részcsoport. Ez tehat maga a legsziikebb HUN-t fed6 részcsoport.

6.4.13 Izomorfizmus-tétel I.: ha H<G,N<G, akkor (1) N<HN, (2) (HNN)<H és (3) HN/N~H/HNN .

Bizonyitas: ha a és b konjugaltak H-ban, akkor konjugaltak G-ben is, mert egy olyan H-beli x, mellyel a-t
konjugélva b-t kapjuk, nyilvdn benne van G-ben is. Eszerint a H-beli teljes konjugalt osztalyok egyszerten egy
tovabbparticionalasat adjak a G-beli konjugalt osztalyok H-beli részeinek. N teljes G-beli konjugalt osztalyok unidja,
azaz HNN el6all H-ban teljes H-beli konjugéalt osztalyok uni6jaként, azaz norméaloszté6 H-ban. Ugyanez mondhato
el N<HN esetében, hiszen HN is részcsoport 6.4.12 szerint. A HN-beli N szerinti mellékosztalyok mindegyikében
van H-beli elem, mert HN minden eleme el6all h-n alakban, ekkor azonos N szerinti mellékosztalyban van ezzel a
h-val.

Feleltesse meg a ¢: HN/N—H/HNN leképezés az (aN) HN-beli N szerinti mellékosztalynak az (aN)NH H-beli
HNN szerinti mellékosztalyt (az el6bb beldttuk, hogy ezt mindig fel tudjuk tgy irni, hogy acH legyen). Kénnyen
ellendrizhetSen (aN)NH=a(NNH), ezért (aNbN)o=(ab)(NNH)=a(NNH)-b(NNH)=(aN)e-(bN)¢ = ¢ homomorfizmus.
Invertalhato az egész H/HNN-en, mert minden H-beli HNN szerinti mellékosztaly benne van egy HN-beli N
szerinti mellékosztalyban, azaz el6all egy HN-beli N szerinti mellékosztaly és H metszeteként, masrészt nyilvan
nincs benne kettében, mert ezek diszjunktak. ¢ tehat izomorfizmus.

6.4.14 Izomorfizmus-tétel IL: M,N<G és M<N = (1) M<N, (2) N/M<G/M és (3) G/N=(G/M)/(N/m) -

Bizonyitas: a fenti meggondolas alapjan M teljes G-beli konjugalt osztalyok unidja, tehat teljes N-beli konjugalt
osztalyok unidja is egyben. Ha valamely a,beG elemekre ab™'eM, akkor ab 'eN, tehat 6.3.1.6 szerint N
mellékosztédlyai elGallnak teljes M szerinti mellékosztalyok unidjaként. Legyen ¢ az a leképezés, amely az aM
mellékosztalynak az aN mellékosztalyt felelteti meg. (Ez nem fligg a reprezentalé elemtdl, hiszen mindig azt az N
szerinti mellékosztalyt kapjuk, amelyik tartalmazza az adott M szerinti mellékosztalyt.) y homomorfizmus, mert
(aMbM)yp=(abM)yp=(abN)=(aN)(bN)=(aM)y-(bM)yp. Azon M szerinti mellékosztalyok vannak y magjaban, melyek N
részei; ezek épp N/M elemei. y képe nyilvan G/N (minden N szerinti mellékosztaly tartalmaz M szerinti
mellékosztalyt, igy el6all képkent). Beirva Imy=G/N, Kerp=N/M-et az Imp=(G/M)/Kerp homomorfizmus-tételbe
éppen a bizonyitand6 allitast kapjuk.

6.5 Karakterisztikus részcsoport; centralizator, normalizator, kommutator

6.5.1 Definicié: G csoport automorfizmus-csoportja Aut(G)={<p|<p:Gi>G}. Bels6 automorfizmusainak
csoportja Inn(G)={¢p,|acG, @, x—a ‘xa}.

6.5.2 Allitas: Inn(G)<Aut(G).

Bizonyitas: Inn(G)<Aut(G)trivialis. 6.4.6 szerint elég tehat belatni, hogy egy @,elnn(G) elem ypeAut(G)-vel vett
konjugaltja benne van Inn(G)-ben. VxeG: x(lp"lqoalp):(u_l(xlp"l)u)lpz(u"llp)(xzp"llp)(mp)z(mp)"lx(mp)zx(pm,,. Eszerint
Y o= @uplnn(G), az allitast belattuk.

6.5.3 Definicié: H<G karakterisztikus részcsoportja G-nek, ha G minden automorfizmusa H-ra megszoritva is
automorfizmus, azaz VoeAut(G): Hp=H. (Elég YV peAut(G): Hp= H is, mert akkor Vo 'eAut(G): H=Hy ') Jelolése
H 3 G. Teljesen karakterisztikus részcsoport, ha G minden endomorfizmusa (minden G—G homomorfizmus)
onmagdba viszi. Nyilvin minden automorfizmus endomorfizmus, tehdt minden teljesen karakterisztikus
részcsoport karakterisztikus is egyben és minden karakterisztikus részcsoport norméloszt6, hiszen N pontosan
akkor normaloszt6, G minden belsé automorfizmusa énmagéaba viszi.

6.5.4 Allitas: H ;I N<G = H<G. (HIN<G még kevés lenne, mert A,>((12)(34),(13)(24))y>((12)(34)), de
((12)(34)) nem normaloszt6 A,-ben.)
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Bizonyitas: feltételeink szerint V,eInn(G): No,=N, tehat ¢,|yeAut(N). Eszerint Hp,=H(qg,|y)=H, mert H < N.

char

Osszefoglalva V ¢,eInn(G): Hp,=H, H tehat normaloszté G-ben.
6.5.5 Allitas: H 9N <G = H.d

ANZ .G, hiszen Ve Aut(G): | yeAut(N) = ¢|y=(¢|n) | neAut(H).
6.5.6 Definici6: G csoport centruma Z(G)={aeG|VxeG: ax=xa}.

6.5.7 Definici6: KCG normalizatora Ng(K)={aeG|aK=Ka}, centralizatora Cg(K)={aeG|VkeK: ak=ka}. Ekkor
Z(G)=C¢(G). Konnyen ellendrizhetSen Z(G)< Cq(K)<Ng(K)<G.

6.5.8 Allitas: ha H<M<G, akkor H<M < M<N(H), ezért a normalizator a legb6vebb részcsoport, amiben H
normaloszt6. Ugyanis HAM < VxeM,VacH: x 'axeH < VxeM: xeNg(H) < M<Ng(H).

Megjegyzés: KSH<G esetén Ny(K)=HNNg(K) és Cy(K)=HNCg(K) a definici6 alapjan.
6.5.9 Allitas: |[a]|=|G:Cla)|.

Bizonyitas: x 'ax=y 'ay < yx 'a=ayx' & yx'eCqla) & Cgla)x=Cgla)'y, tehat a két konjugaltia pontosan
akkor egyezik meg, ha a konjugald elemek Cg(a) azonos jobb oldali mellékosztalydban vannak. A konjugaltak
szam(ossdg)a tehat megegyezik a mellékosztalyok szam(ossdg)aval, |G:Cgla)|-val.

6.5.10 Kovetkezmény: véges csoportban |[a]| osztja |G|-t (pedig a#1-re [a] nem részcsoport 1¢[a] miatt).

6.5.11 Kovetkezmény: aeZ(G) < |[a]|=1. Ugyanis |[a]|=1 < Cga)=G < VxeG: ax=xa < acZ(G). Tehat a
centrum nem mas, mint az egyelemd konjugalt osztalyok unidja.

6.5.12 Allitas: ha H<G, akkor H konjugaltjainak szama |G:Ng(H)|.

Bizonyitas: x 'Hx=y 'Hy < yx 'H=Hyx ' < yx 'eNg(H) < Ng(H)-y=N¢(H)-x, tehat ha x és y ugyanabban
az N¢(H) szerinti jobb oldali mellékosztilyban vannak. A konjugaltak szam(ossdg)a tehat megegyezik a
G:Ng(H)| |G: Cgla)|-val.

mellékosztalyok szam(ossag)aval,

6.5.13 Allitas: Z(G) 1 G

char -

Bizonyitas: automorfizmus konjugélt osztalyt konjugalt osztalyba visz, mert (x'ax)o=(x¢) '(ag)(xp) és
x’l(aq))x:((x(pfl)fla(xw’l))q), azaz egy tetszGleges a elem barmely konjugéltjanak képe elSall a képének
konjugaltjaként és a képének tetsz6leges konjugaltja elGall valamely konjugaltja képeként. Mivel bijekcié, minden
konjugélt osztalyt egy vele azonos méretiibe visz at, kiilonbozéket kiilonbozékbe, tehat az egyelemd konjugalt
osztélyok halmazan bijekciot létesit. Ez 6.5.11 alapjan éppen azt jelenti, hogy Z(G) képe énmaga. (Z(G) altalaban
nem teljesen karakterisztikus részcsoport, a legkisebb ellenpélda 16 elem1.)

6.5.14 Allitas: Inn(G)=~G/7(G).

Bizonyitas: tekintsiik a ®:a— ¢, leképezést. ¢,;,=q¢,¢, miatt ez homomorfizmus. Képe nyilvan Inn(G), magja
pedig Ker®={aeG|VxeG:xp,=x}={aeG|VxeG: xa=ax}=Z(G). Ezeket beirva a homomorfizmus-tételbe éppen a
bizonyitando¢ allitast kapjuk.

6.5.15 Megjegyzés: n>3 esetén Z(S,)={1}, tehat |Aut(S,)|>|Inn(S,)|=1S,:Z(S,)|=n!; n=6-ra egyenlsség 4ll
fenn, de n=6-ra nem, ami azért érdekes, mert eszerint Sg-nak van kiilsé automorfizmusa. (Ez okozza, hogy Ss-nak
van nem trividlis médon beagyazott Ss részcsoportja.)

6.5.16 Definici6: az a,beG elemek kommutatora [a,b]=a"'b"'ab. Ekkor ba-[a,b]=ab és [b,a]=[a,b] . Az aés b
elemek pontosan akkor felcserélhetSek, ha [a,b]=1 G derivélt csoportja avagy kommutétor-részcsoportja
G'={[a,b]|a,beG).

6.5.17 Allitas: a kommutatorok halmazat V¢:G—G endomorfizmus 6nmagaba képezi, specidlisan a
kommutatorok halmaza teljes konjugélt osztalyok uniéja. (Viszont altalaban nem részcsoport.)

Bizonyitas: [a,blo=(a""b"'ab)p=(a¢) '(be) (ag)(by)=[ap,by], azaz kommutator képe valoban kommutétor.

6.5.18 Kovetkezmény: G’ teljesen karakterisztikus részcsoport G-ben, mert az el6z§ allitds szerint minden
endomorfizmus onmagaba képezi a kommutatorok halmazat, igy az altala generdlt részcsoportot, G'-t is
(1d. 6.5.22).
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6.5.19 Megjegyzés: G Abel-csoport < Z(G)=G < G'={1}.
6.5.20 Allitas: haa G csoportban minden 1-t6l kiilonb6z6 elem masodrendd, akkor G kommutativ.
Bizonyitas: minden elem inverze énmaga, igy [a, bl=a ‘b 'ab=(ab)(ab)=1, azaz minden kommutator 1.

6.5.21 Tétel: ha a G/N faktorcsoport kommutativ, akkor G'<N, ha pedig G'<N<G, akkor N<G és G/N
Abel-csoport.

Bizonyitas: G/N kommutativ = Va,beG: (aN)(bN)=(bN)(aN) = (ab)N=(ba)N = (a"'b"'ab)N=N = [a,b]eN,
tehat minden kommutator benne van N-ben, kévetkezésképp a generalt részcsoport, G’ is.

Ha G'<N, akkor Va,beG:a 'b'abeN, azaz b 'abeaN, specidlisan VaeN, beG: b~ 'abeN, tehat 6.4.6 szerint N
normaloszté. Ekkor VaN,bNeG/N-re [a,b]eN = (bN)(aN)=(ba)N=(ba)-[a,b]N=(ab)N=(aN)(bN), tehat G/N val6ban
kommutativ.

6.5.22 Allitas: legyen ¥ G endomorfizmusainak egy részhalmaza, K pedig egy olyan komplexus, amely zért ¥
elemeire, azaz Vipe¥: KY=K és jelolje (K)-t H. Ekkor HYcH, azaz a generalt részcsoport is zart ¥ elemeire.
Specidlisan W=Inn(G) valasztassal (1) normalosztok vagy teljes konjugdlt osztélyok altal generalt részcsoport
norméloszté, W=Aut(G)-vel (2) karakterisztikus részcsoportok altal generdlt részcsoport karakterisztikus
részcsoport.

Bizonyitas: azt kell belatnunk, hogy egy tetszélegesen valasztott acH elemre és eV transzformacidra aypeH.
6.1.19 szerint a el6all a=a,a,a5...a,, alakban, ahol minden g; vagy eleme K-nak, vagy valamelyik K-beli elem inverze.
Ekkor ay=(a;p)(ap)(asy)...(a,p). Ha a,eK, akkor aypeKypcK, ha pedig a;'eK, akkor (ay) '=(a;")peK, tehat ay
felirdsaban is minden tényezd el6all valamely K-beli elem hatvanyaként, ezért ay 6.1.19 szerint benne van H-ban.

6.5.23 Kovetkezmény: H<G esetén H°<G, hiszen H osszes konjugaltjgnak halmaza invaridns Inn(G)
elemeire.

6.5.24 Definici6: a H<G altal generalt normaloszt6 a legsziikebb H-t tartalmazé normaloszt6. Mivel ennek H
minden konjugaltjat tartalmaznia kell, tartalmazza H°-tis. H°<G, tehat a generélt normaloszté H =(H?|geG).

P

6.6 Belsd és kiilsé direkt szorzat

6.6.1 Allitas: ha az N,M normalosztok metszete {1}, akkor (N,M) barmely x eleme egyértelmden &ll el6
x=n-m : neN,meM alakban és N minden eleme felcserélheté6 M minden elemével, azaz VneN,meM: n-m=m-n.

Bizonyitas: 6.4.12 szerint (N,M)=N-M, tehat minden eleme eldall n-m alakban. A feliras egyértelmd, mert
My =y, = 15 ny=mym, €M = ny 'n,e NNM={1} = m=n, = m;=m,. Mar csak a felcserélhetéség van hatra,
ehhez elég belatni, hogy a n és m kommutatora 1. Marpedig ez n '(m 'nm) alakban irva egy N-beli elem
konjugaltjanak és egy masik N-beli elemnek a szorzata, tehdat benne van N-ben. Hasonléan M-ben, azaz a
metszetben is, igy hat tényleg 1. Ezzel az allitast belattuk.

6.6.2 Allitas: (1) legyenek {N;|1<i<n} normélosztok G-ben. Jelslie (N;|1<i<n,i#k)-t Ni. Ha Vk: N,NN;={1},
akkor (N,-|1§i <n) tetszéleges eleme egyértelmden all el6 [[iL;n; : meN; alakban, tovabba ebben a szorzatban a

tényezgk felcserélhetSek. (Ha nem lennének felcserélhetSek, akkor nem is nagyon lenne értelme a [] jelnek.)

(2) legyenek {N,|ael} olyan normalosztok G-ben, melyekre Nj=(N,|acI~{B}) jeloléssel VBel: NyNN;={1}.
Ekkor barmely ae(N,|aecI) elem a sorrendtsl egyértelmden all els M n; : keN,n,eN,;~{1} alakban ugy, hogy
az al(i) indexek pedig paronként kiilonbozdek. (Az iires szorzat értéke definicié szerint 1.) Rdadéasul egy ilyen
szorzat tényez6i tetszlegesen felcserélhetSek.

Bizonyitas: (1) teljes indukci6 n-re. n=2 esetén az allitas 6.6.1 szerint igaz. Ha n>2, akkor alkalmazzuk 6.6.1-et
az Nj,Nj normélosztokra (6.5.22 szerint ezek tényleg normélosztok), majd az indukcios feltevést az Nj csoportban
az {N;|2<i<n} normalosztokra. Az egyértelmd elSéllitast rogton megkapjuk, tovabba azt, hogy a [T,n; : neN;
szorzat tényezdi felcserélhetGek és maga a szorzat felcserélhetS n;-el. Felhaszndlva 6.6.1-et az N;, N;
normaélosztoékra minden 1<j<n-re megkapjuk a teljes felcserélhet&séget. Ezzel az allitast belattuk.

(2): tudjuk, hogy a felirhaté a=ajaa;...a, @ a,eN,; alakban. Alkalmazva (1)-et az {N,;|1<i<m}
normalosztokra kapjuk, hogy ezen szorzat kiilénb6z6 normalosztokbél szarmazé tényezdi felcserélhetbek, tehat
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Ossze tudjuk csoportositani az azonos N,-bdl szarmazoéakat. Az asszociativitas miatt ezeket a részeket kiilon -ktilon
Osszeszorozhatjuk, a keletkez6 1-eket elhagyhatjuk; igy a feltételeknek megfelel$ felirast kapunk. Tudjuk (1)-bdl,
hogy ennek valdban felcserélhetSek a tényezdi; mar csak a felirds egyértelmtségét kell belatnunk. Tegytik fel, hogy
Maas... 4=b,bybs... b, ahol a;eN,;, bjeNgy;. Alkalmazva (1)-et a {Nam|1£i£k}U{Nﬁ(j)|1£j£m} normalosztokra
kapjuk, hogy a két felirds azonos.

6.6.3 Definicié: G az N,M normalosztok belsé direkt szorzata, ha NNM={1} és (N,M)=G. Jelolése G=NxM.
Nyilvdn ~ G=NxM,G;=N;xM,;,N=N;,M=M; esetén G=G;. Véve ugyanis ¢@:N=>N;,p:M=>M;-t a
Wi 1 Mpyen, mem— -1 leképezés 6.6.1 szerint joldefinialt, bijektiv és szemmel lathatéan mivelettarto, azaz
izomorfizmus.

6.6.4 Definicio: az N, M csoportok NxM kiils6 direkt szorzatanak alaphalmaza {(n,m) | neN,meM}, a mivelet
pedig (ny,my)-(ny, my)=(nyny, mym,). Ez konnyen lathatéan szintén csoport lesz, egysége (1,1), rendje
INxM|=|N|-|M|. Az is trividlis, hogy N=Ny={(n,1)|neN} és M=My={(1,m)|meM}. Szintén nyilvanval6
NoNM,={1}. Rdadasul Ny<NxM, hiszen (n,1)eN,-t konjugalva (x,m)eNxM-el (x 'nx,m1-m)=(x""nx,1)eN,.
Ugyanigy My<NxM. A fentieket 0sszevetve és a direkt szorzatot G-vel jelolve teljestilnek 6.6.3 feltételei, tehat G
bels6 direkt szorzata az N-el ill. M-el izomorf N, M, normalosztéknak.

6.6.5 Definici6: G az {N;|1<i<n} normélosztok belss direkt szorzata, ha 6.6.2 jeloléseivel Vk: N\NNj={1} és
(N;|1<i<n)=G.Jelslése G=[I~,N; vagy G=l£<1Ni. Ekkor nyilvan G=(...((N;xN,)xNj3)x...xN,_1)xN,.

6.6.6 Definici6: a {Gi|1§i£n} csoportok kiilsé direkt szorzata az (¢1,92, 93/, Q) : 4i€G; elemek halmaza a
koordinatankénti mtivelettel. Jelolése ugyanaz, mint a belsé direkt szorzaté. Ha két kiils6 direkt szorzat megfelels
tényezdi izomorfak, akkor a szorzatok is izomorfak. { G,«| 1<i<n} kiils6 direkt szorzat bels6 direkt szorzata lesz a G,;
-vel izomorf N;={(1,...,1,4;1,...,1)} normalosztéknak, s6t G pontosan akkor allhat el G;-vel rendre izomorf N;
normaélosztok belsé direkt szorzataként, ha izomorf {G; | 1<i<n} kiilsé direkt szorzataval.

6.6.7 Definici6é: G csoport (diszkrét) belsé direkt szorzata az {Na| ael} normalosztoknak, ha (Na| acl)=G és
VBel: NyNNp=1{1} a szokasos jelolésekkel. (Ennek speciélis esete 6.6.3 és 6.6.5.)

6.6.8 Definici6: a {Ga| ael} csoportok G (diszkrét) kiils§ direkt szorzatdnak alaphalmaza azon y:1—U,,G,
fuggvények halmaza, melyekre Vacl: y(a)eG, ésaz {ael|y(a)#1} halmaz véges. (,Szemléletesen” ezek olyan |I|
dimenziés vektorok, melyek o-dik koordinatija G, egy eleme és véges sok kivétellel mindegyik koordinata a
megfelel§ csoport egységeleme.) A muvelet az, ami logikus, azaz y,, y,eG-re y y,: a— yi(a) yola); itt a szorzés a
G,-beli szorzast jeloli (ez egyszerden azt jelenti, hogy koordinatanként szorzunk). Kénnyen ellendrizhets, hogy G
valéban csoport lesz. (Ennek a direktszorzasnak specialis esete 6.6.4 és 6.6.6.)

Legyen Bel-re Ny={x,, g| g€Gg}, ahol x; . B-hoz g-t rendel, I tobbi eleméhez 1-et. (Ez az a vektor, aminek S-dik
koordinatdja g, a tobbi 1.) Ekkor G;~Nj és

Vy€G, Xp,0€Np acIN{B: (¥ X o)) =y (o)xp, ol ) y(a) =(y(a)) "1 y(a)=1.

Eszerint  VyeG,x;,4eNg: y_lxﬁ,gyeNﬁ, azaz  Ny<G. Az is latszik, hogy (N,|ael)=G és
VBel: NyN(N,|aeI~{B})={1}, tehat G el6all az {N,| acI} normalosztok (diszkrét) belss direkt szorzataként.

Mind a hat esetben lathat6, hogy ha két direkt szorzat megfelelS tényez6i izomorfak, akkor a kapott szorzatok is
izomorfak lesznek. Mindhdrom esetben belattuk, hogy a [l,G, kiils6 direkt szorzat elsall {N,|ael}
normalosztéinak belsé direkt szorzataként, ahol Vael: G,~N,. Ezek alapjan G pontosan akkor bonthaté G,-val

rendre izomorf N, normaloszték belsé direkt szorzatéra, ha izomorf a [],.;G, kiilsé direkt szorzattal.

Mivel a bels6 direkt szorzat definiciéjan nem véltoztat a tényezSk tetszSleges permutacidja, a kiils6 direkt
szorzat tényezSinek permutaldsa csak izomorfia erejéig valtoztathatja meg a szorzatcsoportot. MegfelelS
mennyiségd index és homomorfizmus bevezetésével be lehetne latni, hogy ha a G=[I[,;G, kiils6 direkt szorzat
tényez6i rendre a G,~[l; Hy kiilsé direkt szorzatok, akkor G=[l,j g1, Hy; €zt most nem teszem meg. Ez
lehet6vé teszi, hogy kissé absztraktabb médon definiéljuk a direkt szorzatot:

6.6.9 Definici6: a direkt szorzds (a bels6 és kiilsé direktszorzast dsszevonva) olyan mivelet a csoportok
izomorfia-osztdlyai felett (ez mas néven egy fiiggvény, amely csoportok izomorfia-osztalyainak rendezett
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halmazaihoz egy izomorfia-osztalyt rendel), amely teljesiti hogy a [l, [, mtvelet eredménye olyan I’
izomorfia-osztaly, melyben egy (tetszéleges) G elemnek talalhatéak olyan {N,|aeI} komplexusai, melyekre

(1) Yael: N,eT,
(2) Vael: N <G
) (N, ael)=G
() Vael: N,N(N;|Bel~{a})y={1}

Mindezidaig azt lattuk be (vagy hittiik el), hogy ilyen miivelet létezik (ezt neveztiik kiils6 direkt szorzatnak) és
hogy csak egy lehet (mert az eredmény belsé direkt szorzata lesz a tényezéknek, ami csak akkor lehetséges, ha
izomorf az A&ltalunk megadott kiilsé direkt szorzattal). Eszerint ez egy joldefinidlt mtvelet. A definicié
szimmetriajabol kovetkezik, hogy kommutativ (a tényez6k permutacidja nem valtoztatja) és asszociativ (ez az, amit
egyaltalan nem lattunk be). Egységeleme nyilvan az egyelemi csoport. 6.6.2.2 szerint a szorzat minden eleme

]| <o00,n,eN,~{1} alakban, tovabba a szorzat tényezéi felcserélhetSek. Ezeket
a tényezdket a jovében koordinataknak hivom.

egyértelmden el6all [1,n, : J<I,

6.6.10 Megjegyzés: létezik [I;.;G, un. komplett direkt szorzat is; itt az alaphalmazba belevessziik azokat az
elemeket is, melyeknek végtelen sok 1-t6l kiilonb6z6 koordinatajuk is van. Erre persze nem teljestil 6.6.9.3.

6.6.11 Allitas: ha a G=[1,G, csoportban a (1-t6] kiilénb6z6) koordinatai {@,eG,;|1<i<n}, akkor ola) az o
szamok legkisebb koz6s tobbszorose, ahol o; az a4; elem rendje a G,; csoportban; ha ezek valamelyike végtelen,
akkor o(a) is végtelen. (Komplett direkt szorzatban az is megeshet, hogy minden koordinata rendje véges, de ezek
nem korlatos halmazt alkotnak - az elem rendje ekkor is végtelen lesz.)

Bizonyitas: a k-adik hatvdnya pontosan akkor 1, ha minden koordinataja 1. Mivel a direkt szorzatban
koordinatanként szorzunk, ez pontosan akkor teljestil, ha a2 minden koordinatajanak k-adik hatvanya 1, azaz ha k
tobbszorose az Osszes o;,-nek. A legkisebb ilyen k tehat a legkisebb kozos tobbszoros, illetve nincs ilyen k, ha
valamelyik koordinata rendje végtelen.

6.6.12 Jelolés: ([1,.;G)-t Gl vel jeloljuk. 72 példaul a Klein-féle csoport.

6.7 Cauchy-tétel

6.7.1 Definicié: G elemi Abel-csoport, ha véges sok z, direkt szorzata, azaz G:Z;7 . Ekkor 6.6.11 szerint
minden 1-t6l kiilonbdz6 elemének rendje p. Ez mellesleg izomorf az F, feletti n dimenzios vektortér additiv
csoportjaval.

6.7.2 Definicié: G p-csoport, ha VaeG~{1}: ola)<co,p
p" rendd csoport.

ola) és G={1}. Ilyen pl. Z,,Z,~ és 6.3.5 szerint minden

6.7.3 ,Majdhogynem tétel”: ha |G|=p", akkor p' |Z(G)| .

Bizonyitas: osszuk fel G-t konjugalt osztalyokra. 6.5.10 alapjan minden konjugalt osztdly mérete osztja a
csoport rendjét, tehat p hatvanya, specidlisan vagy p tobbszorose, vagy 1. A Z(G)-n kiviili konjugalt osztéalyok
mérete tehat mindig p tobbszorose, akéarcsak a teljes csoport mérete. Eszerint a kimarado rész, Z(G)elemszama is p
tobbszorose és épp ezt akartuk belatni. Rovidesen (6.7.5) be fogjuk latni, hogy minden véges p-csoport rendje
p-hatvéany, tehat minden véges p-csoport centrumanak rendje p tobbszorose.

6.7.4 Cauchy-tétel: ha a G véges csoport rendjét osztja a p prim, akkor JaeG: o(a)=p.

Bizonyitas: tekintsik az x;x,x5...x,=1 egyenlet 0sszes megoldasainak M halmazat. Az els6 p-1 elem
tetszoleges valasztdsdhoz pontosan egy x, ad megoldast, tehat |M|=|G|""'. Tekintsik azt a 9:G'—>G’
transzformaciot, ami v=(g;, 4, ..., gp)—hez sz(gp, Q1,820 gp,l)—et rendeli. Kénnyen ellendrizhetSen veM = vIeM.
Vegyiik észre, hogy v,~v, < IneZ: v;9"=v, ekvivalencia-relacio. Ez M-et ekvivalencia-osztalyokra bontja. Ha
veM minden koordinétédja azonos, akkor egyelemt ekvivalencia -osztalyban van. Kiilonben p elemtben, hiszen 9”
az identitas. Mivel |M| oszthat6 p-vel, a nem p elemd ekvivalencia-osztalyok unidjdnak mérete is oszthaté p-vel. Ez
éppen az olyan megoldasok szdma, ahol minden x; megegyezik, azaz pr‘ {xeG|x"=1}| =1+ [{xeG|o(x)=p}| . Tehat

legalabb (p—1) p-edrendd elem van G-ben.
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6.7.5 Kovetkezmény: véges p-csoport rendje nem lehet oszthaté p-t6l kiilonb6z6 g primmel, mert nincs
g-adrendd eleme. Tehat minden véges p-csoport rendje p-hatvany.

6.8 Kettds mellékosztalyok. Sylow tételei

6.8.1 Definicié: legyen H,K<G. Ekkor a H,K szerinti kett6s mellékosztilyok a {HxK| xeG}

komplexusszorzatok. Az alabbiak teljestilnek rajuk:
(1) xeHxK
(2) a HxK, HyK kett6s mellékosztalyok vagy azonosak, vagy diszjunktak.

Bizonyitas: ha diszjunktak, akkor az allitds igaz. Ha nem, akkor valamely hy,hyeH;kj, k,eK elemekre
hyxky=hyyk,. EBkkor VhyeH,kyeK: hyxky=hahy (hyxk ki 'ks=(hshy "ho)ylkoky 'ks)eHyK  tehat HxK<HyK. Hasonléan
HyKc HxK, ezzel az éllitast belattuk. Kovetkezmény:

(3) a kettds mellékosztalyok a csoport egy particidjat adjak. Egy kettds mellékosztaly egyrészt H szerinti jobb
oldali mellékosztalyok unidja, masrészt K szerinti bal oldali mellékosztalyok unidja.

6.8.2 Allitas: a HxK kettds mellékosztaly (1) |K:(H'NK)| H szerinti jobb oldali, illetve (2) |H":(H*NK)| K
szerinti bal oldali mellékosztalybol all.

Bizonyitas: az allitas elsé feléhez legyen Hxa és Hxb két HxK-beli H szerinti jobb oldali mellékosztaly, a,beK.
Nézziik meg, mikor egyeznek ezek meg: Hxa=Hxb < Hxab 'x '=H < xab 'x 'eH < ab 'ex 'Hx. Mivel a,beK,
ez ekvivalens ab~'eH*'NK-val, ami 6.3.1.6 alapjan pontosan akkor teljesiil, ha a és b ugyanabban a H'NK szerinti
jobb oldali mellékosztalyban vannak. A kiilonboz6 HxK-beli H szerinti jobb oldali mellékosztalyok szam(ossag)a
tehat megegyezik a kiilonbozé K-beli H'NK szerinti jobb oldali mellékosztalyok szam(ossdg)dval, ami éppen
|K: (H*NK)]| .

Lassuk a maésodik részt: legyen a,beH. Ekkor axK=bxK < x 'b 'axK=K < x b 'xx 'axeK &
(x"'bx)!(x"'ax)e(x "HxNK), ami pontosan akkor teljesiil, ha az a*,b*cH" elemek ugyanabban a H*NK szerinti bal
oldali mellékosztalyban vannak. Ezért a kiilonb6z6 HxK-beli K szerinti bal oldali mellékosztalyok szam(ossig)a
megegyezik a H*-beli H'NK szerinti bal oldali mellékosztalyok szam(ossdg)aval, ami |H":(H*NK)]|.

6.8.3 Sylow L tétele: legyen G véges csoport rendje p“-m, ahol p prim, k>1 és p{m. Ekkor 0<i<k-1,P<G,
|P|=p’ = 3P*<G: (|P*|=p""! és P<P*), azaz minden p“-nal kisebb rendd p-részcsoport normalosztoként
belerakhat6 egy éppencsak nagyobb p-részcsoportba. Mivel van egyelemt részcsoport, ebbél mellesleg kovetkezik,
hogy 1<i<k-ravan p' rendd részcsoport.

Bizonyitas: teljes indukci6¢ i-re. i=0-ra az allitds éppen a Cauchy-tétel, amit mar belattunk. Legyen most
1<i<k-1. Az indukciés feltevés szerint létezik p' rendd részcsoport G-ben. Legyen P ilyen. Vegyiik a P,P kett6s
mellékosztalyokat, legyenek ezek {P-x;-P|1<i<n,x;=1}. A Px;P kettSs mellékosztaly éppen |P:(P*NP)| P szerinti
jobb oldali mellékosztaly unidja; jelolje ezt a;. A Lagrange-tétel szerint a,«| |P| =p', azaz a; vagy 1, vagy p-hatvany.

Masrészt Ya; éppen az 6sszes P szerinti jobb oldali mellékosztély szdma, azaz |G:P)| =pk’i, oszthat6 p-vel. A
p-hatvany a;-k Osszege oszthat6 p-vel, igy a maradék, a p-vel nem oszthat6 a;-k 6sszege is. Mivel minden a; vagy 1,

vagy p-hatvany, ¥ ¢, 4=, -14;= [{i: a;=1}].

Tudjuk, hogy |P:(P*NP)|=1 < P*=P < x,eNg(P). Ez alapjan |{i: a,=1}|=|{i: x,eNg(P)| . Mérpedig x,eNg(P)
esetén (Px;)P=x,P=Px,=Ng(P), ami azt jelenti, hogy az ilyen kettés mellékosztélyok éppen az Ng(P)-beli P szerinti
mezei mellékosztalyok, ezekbdl kétségkiviil |Ng(P): P| van. Igy hat |{i: a,=1}|=|Ng(P): P| .

Mindezt dsszevetve |Ng(P):P| oszthaté p-vel, azaz az N¢(P)/p faktorcsoport rendje is. Ekkor a Cauchy -tétel
szerint van benne egy p-edrendd elem, ami generdl egy H p-edrendd ciklikus részcsoportot. Legyen ¥ az
Ng(P)—>Ng(P)/P természetes homomorfizmus. Ekkor H i szerinti teljes inverz képe egy P* részcsoport, melynek
rendje p'*'. P*<N¢(P) miatt P<P*, mér kész is vagyunk.

6.8.4 Definici6é: a G pk-m rendd csoport p-Sylow-részcsoportjai avagy roviden p-Sylowjai a pk rendd
részcsoportok, ezek halmazat Syl,(G)-vel jeloljik.

6.8.5 Sylow II. tétele: P,ReSyl,(G) = 3xeG: P*=R, azaz G-nek minden p-Sylowja izomorf, ezért van értelme
»a” p-Sylowr6l beszélni.
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Bizonyitas: legyenek a P,R szerinti kettds mellékosztalyok {Px,R|1<i<n}. Legyen a;=|P*:(P*NR)|, ennyi R
szerinti bal oldali mellékosztalybol all Px;R. Eszerint ¥, a;= |G: R| =m, ez nem oszthat6 p-vel. a; ismét csak 1 vagy
p-hatvany lehet, mert egy pk rendd csoport egy részcsoportjanak indexe. Csupa p-hatvany nem lehet, mert az

osszeg nem oszthaté p-vel. Eszerint Ji: |P*:(P*NR)|=1, azaz P“=P"NR. Mivel P* és R azonos méretd véges

Xi_

csoportok, ebbdl kovetkezik P=R, a bizonyitandc’) allitas.
6.8.6 Kévetkezmény: PeSyl,(G) = |Syl,(G)|=|{P konjugaltjai}

osztja P indexét (Iévén P<N(P)), ami a Lagrange-tétel szerint m. Osszefoglalva |Syl,(G)| |m

, ami 6.5.12 szerint |G:Ng(P)|. Ez mellesleg

6.8.7 Sylow IIL tétele: |Syl(G)|=1 (modp).

Bizonyitas: legyen Syl,(G)=PU{P; |1<i<n}. Definidljuk a kovetkezd relaciot Syl,(G)~{P} felett: P;~P;, ha
JxeP: (P,)'=P;. Ez ekvivalencia-relaci6 lesz. Nézziik meg, mlkor lesz azonos valamely p-Sylow két P-beli elemmel
vett kon]ugal‘qa. x,yeP,1<i<n-re (P)'=(P)Y < Pyxy '=xy "-P; & xy 'ePNN¢(P;). Pontosan akkor, ha ugyanabban
az N=PNNg(P;) szerinti jobb oldali mellékosztélyban vannak. P; konjugaltjainak szdma tehat ezen mellékosztalyok
széma, azaz |P:N|. Ez a véltozatossag kedvéért vagy 1, vagy p-hatvany. Ha 1 lenne, akkor N=P, azaz P<Ng(P,).
Ekkor Ng(P;,)-nek részcsoportja lenne P és P; is, utobbi normaloszt6. Mivel P és P; rendje p”, ennél magasabb
p-hatvany pedig nem oszthatja Ng(P;)<G rendjét, P és P; egyarant p—Sylow lenne N(P;)-ben, igy 6.8.5 szerint
egymas konjugaltjai lennének Ng(P;)-ben. Ez lehetetlen, mert P;<Ng(P;), tehat egyetlen konjugaltja dnmaga, P
pedig ett6l kilonbozik.

Tehat
mindegyikének mérete oszthat6 p-vel. Ezek lefedik Syl,(G)~{P}-t, azaz |Sylp(G)\{P} |= |Sylp(G)| —1 oszthato p-vel.
Ezzel az 4llitast belattuk.

sohasem 1, azaz mindig p-hatvany. Eszerint a fent megadott ekvivalencia-osztalyok

6.8.8 Tétel: ha G rendje pk-s (ahol s esetleg oszthat6 p-vel), akkor a G-beli pk rendd részcsoportok szama p-vel
osztva 1 maradékot ad. Ennek specidlis esete Sylow III. tétele.

6.8.9 Megjegyzés: ha G rendje oszthat6 p-vel, akkor egy P p-részcsoport pontosan akkor p-Sylow, ha pT |G:P|.

6.9 Szemidirekt szorzat

6.9.1 Definici6: legyenek A,B csoportok, 9:A—Aut(B) homomorfizmus (9:a—9,). Ekkor az AxB
szemidirekt szorzat alaphalmaza {(a,b)|acA,beB}, a mivelet pedig (a,b)-(a,b')=(a-a,b9,-b'). Némi szamolassal
ellenérizhets, hogy AxB erre a mtiveletre csoportot alkot. Ennek specidlis esete a (kéttényezds) direkt szorzat, ahol
is 9 A minden elemét a B feletti identitasba képezi, igy b9,=b.

Vegyiik észre, hogy (a,1)-(a,1)=(a-a,1), (a,1)'=(a"",1), (1,b)-(1,b")=(1,b-') és (a,1):(1,b)=(a,b). (Felhasznaltuk,
hogy 9, az identitas, hiszen 9 homomorfizmus.)

6.9.2 Allitas: a G=AxB szemidirekt szorzatban Ay={(a,1)|acA}, B{(1,b)|beB} valasztassal A=A, <AxB,
B:B0<A|§B, AomBoz{l} és AOBOZG‘

Bizonyitas: ebbdl csak az nem trividlis, hogy B, minden konjugéltja 6nmaga. Vegyiik egy By-beli elem egy A,
-belivel vett konjugaltjat: (a,1)"'(1,b)(a,1)=(a",1)(a,b9,)=(a"'a,19,-1-b9,)=(1,b9,)eB,. Eszerint A,<Ng(B,). Mivel
B()SNG(B()) a definiciobol kGVetkeZik, GonB()SNG(Bo) = B0<1G.

6.9.3 Allitas: legyen A<B,B<G,AB=G és ANB={1}. Ekkor VxeG egyértelmten irhat6 fel x=ab : acA,beB
alakban.

Bizonyitas: hogy felirhato, az a feltételek része volt. Ha pedig x=a,b;=mb,, akkor A>a, la,=b,b,"eB, igy ez az
elem benne van ANB={1}-ben, tehat a,=a,,b,=b,, a két felirds azonos.

6.9.4 Definici6: legyen A<G,B<G,AB=G és ANB={1}. Ekkor x;,x,€G egyértelmden all el6 x;=a,b;, x,=a,b,
alakban. Tovabba x,x,=a,b,a,b,=(a,a,)(a5 "bya,b,)= (a185)(b@,,'b,). Az els6 tényezS szemmel lathatéan A-ban van, a
masodik pedig b;eB<G egy konjugaltjanak és b,eB-nek a szorzata, ez benne van B-ben. Vegyiik észre, hogy a
9:A—Inn(G),a—¢, homomorfizmus B<G miatt tekinthet6 9:A—Aut(B) leképezésnek is, tovéabba
Va,a'eA;b,b'eB esetén (ab)(a'b')=(aa’)(b9,-b"). Ennek sromére G-t elnevezziik A és B belsd szemidirekt szorzatanak.
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Lathato, hogy 6.9.2 jeloléseivel a G=AxB szemidirekt szorzatban ¢, 1)-t By-ra megszoritva a9-t kapjuk (bar
nem Aut(B), hanem Aut(B,) elemeként, de ez lényegtelen), tehat G bels6 szemidirekt szorzata A, B-nek.

6.10 Maximalis részcsoport, maximalis p-normalosztd. Frattini-részcsoport

6.10.1 Definicié: az M részcsoport maximalis részcsoportja a G csoportnak, ha M<G és nincsen M<H<G
részcsoport. Ez ekvivalens azzal, hogy xeG~M = (M,x)=G.

Véges csoportban ilyen mindig van (kivéve az egyelemt csoportot). A kvaziciklikus csoportban példaul nincs, a
végtelen ciklikus csoportban pedig a Z,,—Z, faktorleképezés magja minden p primre maximalis részcsoport.

6.10.2 Megjegyzés: a maximalis részcsoport nem feltétleniil nagy, példaul S,-ben van Aff(p)-vel izomorf
maximalis részcsoport (bar ezt elég nehéz belatni, most csak tigy megemlitjiik), pedig |S,|=p! és |Aff(p)|=plp-1).
Véges p-csoportban 6.8.3-bol tudjuk, hogy minden maximalis részcsoport normaloszt6 és indexe p.

6.10.3 Allitas: ha G-nek nincs nem trivialis részcsoportja, akkor G=Z, vagy G=1.

Bizonyitas: ha van végtelen rendd eleme, akkor az general egy Z.=~(a)<G-t. Ekkor sz(a2><(a>£G, tehat
talaltunk egy Z.<G-t. Ha van a#1 véges rendd elem, akkor Z,,~(a)<G. Ha G#(a), akkor (a)<G és kész
vagyunk. Ha G=(a) és JkeN: (1<k<a és k|o(a)), akkor 1<(a")<G. Ha nincs ilyen k, akkor o(a)=p prim és G=Z,.
Ha sem végtelen rendd, sem 1-t6l kiilonb6z6 véges rendtd elemet nem talalunk, akkor G=1.

6.10.4 Allitas: ha N<G maximalis részcsoport, akkor G/N=Z,. Ugyanis ha G/N-ben lenne nem triviélis
részcsoport, akkor annak a G—G/N természetes homomorfizmus szerinti M teljes inverz képére N<M<G lenne,
ami ellentmond N maximalitasanak. Ha pedig G/N-nek nincs nem trivialis részcsoportja, akkor 6.10.3 szerint prim
rendd ciklikus csoport. (Az egyelemtd csoport nem lehet, mert N<G.)

6.10.5 Definicié: G Frattini-részcsoportja @(G)=ﬂ?§52122;“;f§z_ben M; az tires metszet definicié szerint a teljes G.

Maximalis részcsoport képe nyilvan minden automorfizmusnal maximalis részcsoport, tehat ®(G) 3,G.

Megjegyzés: konnyen lathato, hogy egy direkt szorzat centruma a tényezdék centrumainak direkt szorzata és a
szorzat kommutator-részcsoportja is a kommutétor-részcsoportok szorzata. A maximalis részcsoportok sajnos nem
ilyen szépek - mar a kéttényezds direkt szorzat Frattini-részcsoportjardl sem lehet bebizonyitani, hogy a tényezdék
Frattini-részcsoportjainak direkt szorzata (vagy mert nem igaz, vagy mert eldonthetetlen).

6.10.6 Definici6é: G véges csoport p-normalosztéja egy P<G p-részcsoport. G maximalis p-normalosztdja a
legb6vebb p-normaloszto (Id. 6.10.7). Ezt 0,(G) jeloli. Ha n primszamok egy halmaza, akkor 0,(G) a legb6vebb olyan
normaloszté, amelynek rendjének primtényez6i n-ben vannak. Ez konnyen ellendrizhet6en <op(G)|pen>.
Megjegyzend6, hogy p’ altalaban a p-t6l kiilénbdz6 primek halmazat jeloli, példaul o,(G) (néha egyszerten o(G)) a
maximalis paratlan normaloszto.

6.10.7 Allitas: véges csoportban van maximalis (s6t legnagyobb) p-normaloszts, mert a p-normélosztok éltal
generalt részcsoport is p-norméloszto.

Bizonyitas: elég bebizonyitani, hogy ha P; és P, p-normaloszté G-ben, akkor P,P, is. (Véges csoportban csak
véges sok p-norméloszt6 kertilhet el6, igy a generalt részcsoportot fel tudjuk épiteni gy, hogy egyszerre mindig
csak egy Uj normélosztét vesziink be) 6.4.13 szerint PiPo/P,~P,/P,NP,, azaz |PiP,:Pi|=|P,:P,NP,|. A
Lagrange-tétel felhasznaldsaval |P,P,|-|P,NP,|=|P;|-|P,|. A jobb oldal p-hatvény, ezért a bal is, igy |P,P,| is.
Eszerint P,P, p-csoport és 6.5.22 szerint normaloszto, kész vagyunk. A bizonyitds lényegében ugyanez o,(G)
létezésére is.

6.10.8 Allitas: 0,(G)= Npesy,ic) P-

Bizonyitas: ha N egy p-normalosztd, akkor 6.8.3 szerint része valamelyik P p-Sylownak. Ekkor minden
konjugéltja része P megfelel6 konjugéltjsnak. N minden konjugaltja tnmaga, P Osszes konjugaltja az Osszes
p-Sylow, tehat N része az Osszes p-Sylownak, igy a metszetitknek is. Az Osszes p-Sylow metszete példdul a

Lagrange-tétel szerint p-csoport és normalosztd, mert barmely konjugéltja csak a metszet tényezGit permuta lja,
magukat a p-Sylowokat nem valtoztatja. Ezzel az allitast belattuk.

6.10.9 Allitas: H<G esetén a legb6vebb N<G normalosztd, ami része H-nak, ﬂgec HS.
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Bizonyitas: N<H miatt N csak olyan elemeket tartalmazhat, melyeknek minden konjugaltja H-ban van, azaz
olyanokat, melyek H minden konjugéltjaban benne vannak. Mér csak azt kell beldtnunk, hogy a fenti metszet
valoban normaloszt6. Akarcsak 6.10.7-ben, N,.cH*-t konjugalva csak a tényezSket permutdljuk, ami a
végeredményen nem valtoztat, igy a metszet minden konjugaltja 6nmaga. Ehhez hasonléan a H altal tartalmazott
legnagyobb karakterisztikus részcsoport 1, auic) He.

6.11 Normallanc. Jordan-Holder tétel

6.11.1 Definicié: G csoport normallanca egy olyan L=(G;)i_, sorozat, melyre G=Gy2G,2G,%...2G,={1}. Az L
normalldnc hossza r. Az L; normaéllanc finomitdsa az L normalldncnak, ha L minden elemét tartalmazza és
hosszabb néla. A tovabb nem finomithaté normallancot kompoziciélancnak hivjuk (végtelen csoportban ilyen nem
mindig van). A norméllanc faktorai a {Gi/G,,,|0<i<r} faktorcsoportok. Két normallanc izomorf, ha a faktoraik
kozott talalhaté olyan bijekcio, melyben minden izomorf a képével; azaz ha a faktorok csak sorrendjiikben
kilonboznek. A Zg>Z,>1 és Zg>Z;>1 lancok példaul izomorfak, hiszen faktoraik Z;, Z, ill. Z,,Z;. Ez nyilvan

ekvivalencia-relacio.
6.11.2 Allitas: az L=(G,)/-, normallanc pontosan akkor kompoziciélanc, ha minden faktora egyszerd.

Bizonyitas: ha G;/G,,, nem lenne egyszert, azaz lenne egy G;/G,,,%N>1 normaloszt6, akkor N inverz képe a
Y: G—Gi/G,,, természetes homomorfizmusban egy G:Ny '2G,.y részcsoport lenne, amivel finomithatnank L-t.
Ha pedig L finomithat6 a G;» MG, részcsoporttal, akkor Gi/G,,,=Myp>1 lenne.

6.11.3 Allitas: véges csoportnak van kompoziciélanca, mert ha a G<1 normallancbél kiindulva mindaddig
finomitunk, amig lehet, véges sok 1épés utdn nem tudjuk folytatni, hiszen a normallanc elemeinek rendjei
paronként kiilonboz6 osztéi a csoport rendjének, ezért nem lehet beléliik tetszSlegesen sok. Amikor az algoritmus
véget ér, definici6 szerint kompoziciélancot kapunk.

6.11.4 Definici6: a G csoport L=(G;)i., normallancanak G;-ra valé megszoritasa az L|Gk=(Gl—)Lk G, -beli
normaéllanc. Kompoziciélanc megszoritdsa 6.11.2 szerint kompoziciélanc.

6.11.5 Jordan-Holder-tétel: G véges csoport barmely két kompozicidlanca izomorf.

Bizonyitas: azt latjuk be, hogy ha G-nek L=(G;);.; kompoziciélanca, akkor minden méas L, kompozicitlanca is
pontosan r hosszu és izomorf L-el. Ezt r szerinti indukciéval bizonyitjuk. ¥=0-ra az allitas trivialis, hiszen 0 hossztu
kompoziciélanca csak az egyelemd csoportnak van, annak pedig ez az egyetlen normallanca. Ha r=1, akkor
L=(G,1) és nem finomithato. Eszerint G egyszerd és igy nem lehet mas normallanca. r=1-re tehat igaz az allitas.

Tegytik most fel, hogy 2<r, és 0<r<r, esetén igaz az A&llitds, majd lassuk be r=ry-ra is. Legyen L, a
G=Hy»>H,>H,%...>H.={1} kompoziciélanc, majd lassuk be, hogy s=r és Ly~L. Ha G,=H,, akkor az indukcids
feltevést alkalmazva a K-beli (r,—1) hosszu L|G1 és az (s—1) hossza L0|leompoziciéléncra megkapjuk a
bizonyitand¢ allitas mindkét részét. Legyen tehat G;#H, .

Ekkor G;51GH,, ez utébbi normaloszté G-ben. Ez csak gy lehetséges, ha G;H;=G, hiszen L nem finomithaté
G,H, -el. Jelsljik G,NH,-t M-el. Ekkor az I. izomorfizmus-tétel szerint GiHi/G,~H1/G,nH,, azaz G/G,~H:1/M és
hasonléan G/H,=Gi/M.

M-nek 6.11.3 szerint létezik egy L), kompozicidlanca. Legyen L, az a kompoziciélanc, melynek els6 harom
eleme Gy»G,2M és L;|y=Ly. Ez valéban kompoziciélanc 6.11.2 szerint, ugyanis a Hi/M faktor izomorf G/G,-el,
ami egyszerd, hiszen L, egy faktora, a tobbi faktor pedig faktora L és L, valamelyikének. Hasonlé médon
kezdddjon L, GozH;2M-el és legyen L2| m=Ly- Ekkor L; és L, izomorfak, hiszen elsG két faktora mindkettének
G/G, és G/H, - csak mas sorrendben -, a tobbi faktoruk pedig megegyezik.

Az indukcits feltevést alkalmazva G,;-ben az (r,—1) hosszasagu L|G1 és a tetszdleges L1|G1 normalldncokra
kapjuk, hogy izomorfak. L és L, elsG faktora is azonos, ezért L izomorf L,-el és L, hossza r. Mivel L, izomorf L,-el,
L, hossza is r. Igy alkalmazhatjuk az indukciés feltevést az L2|H1 és az L0|H1 kompoziciélancokra, ezek is
izomorfak. Ezért L, isizomorf L,-al. Az izomorfia tranzitivitasat kihasznélva L izomorf L,-al.

6.11.6 Definicié: G invarians lanca egy olyan normallanc, melynek minden eleme normaloszt6 G-ben.
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6.11.7 Definicié: ha a H<G-hez taldlhatéak olyan G;,G,,...,G; részcsoportok, hogy G>G;>G,>...>G>H,
akkor H-t G szubnormalis részcsoportjanak hivjuk, ennek jelslése H<<G. (Ennek megfeleléen hivhatnanak a
normallancot szubnormalis lancnak, az invarians lancot pedig norméllancnak; nem hivjuk.)

6.12 Feloldhato csoport, feloldhat6 hossz

6.12.1 Definici6é: G csoport feloldhato, ha van olyan normalldnca, melyben minden faktor Abel -csoport. (Ez
véges csoportra ekvivalens azzal, hogy van olyan norméllanca, melynek faktorai prim rendd ciklikus csoportok; ez
kovetkezni fog a véges Abel-csoportok alaptételébél.)

6.12.2 Definicié: G csoportra G k-adik derivalt csoportia k=0-ra G, k>1-re pedig a (k—1)-edik derivalt
kommutator-részcsoportja. Jelolése G",

6.12.3 Allitas: G pontosan akkor feloldhat6, ha 3reN: G"={1}.

Bizonyitas: 6.5.19-b6l tudjuk, hogy G/N pontosan akkor kommutativ, ha G'<N. Eszerint ha a
G=Ny2N;&N,...>N,={1} lanc faktorai kommutativak, akkor G'<N;. Ekkor persze (G')'<N; is teljesiil.
Hasonl6an N;<N,, tsszevetve G"<N,. Ezt a gondolatmenetet folytatva GY<N,, specidlisan G"'<N,={1}. Tehat ha
G feloldhato6 egy r hosszu normallanccal, akkor G={1}.

U <G®  hiszen ha

G**=G" lenne, akkor az 6sszes tovabbi derivalt csoport is ez lenne. Mivel G egy k-nal nagyobb sorszamu
derivalt, {1}=G"=G" éllna fenn, ami ellentmond s minimalitisdnak. Eszerint G=G”>G"Y>G?>...>G"={1}.
Tudjuk, hogy G** <
lehetséges normallanc, amelynek faktorai kommutativak. Ennek 6rémére:

Ha G"'={1} valamely reN-re, akkor legyen s a legkisebb ilyen r. Ekkor 0<k<s = G

2.GY, ez tehat normallanc (s6t invarians lanc) és el6bbi allitisunk szerint a legrovidebb

6.12.4 Definici6: G csoport feloldhaté hossza d(G)zmin{reN|G(T)={1}}. Nem feloldhaté csoportra nem
értelmezziik. Mindemellett d(G)< oo jeldli azt, hogy G feloldhato.

6.12.5 Allitas: d(G)<oco, H<G = d(H)<d(G), specidlisan egy feloldhat6 csoport minden részcsoportja is
feloldhato.

Bizonyitas: ha H<G, akkor H'<G'. Indukciéval VkeN: H" , tehat G"={1} = H"={1}. Ekkor persze
d(H)=min{keN: H"={1}} < min{keN: G¥={1}}=d(G) .

6.12.6 Allitas: ha N<G, akkor (G/N)"=(G"-N)/N.

Bizonyitas: azt latjuk be, hogy tetszéleges G-n értelmezett ¢ homomorfizmusra (Go)Y=(GY)¢p. Ezt alkalmazva a
G—G/N természetes homomorfizmusra megkapjuk az allitast.

Va,beG: [a,blp=[ap,bp] miatt az a G-beli kommutétorok képei Ge-beli kommutatorok, azaz (G')e<(Gy)'. Ha
pedig x,yeGe, akkor elGéllnak x=cp,y=de alakban, azaz [x,y]=[ce,dp]=[c,d]ee(G)p. Tehat G minden
kommutétora (G')p-beli, ezért (Go)' <(G')p is teljesiil. Osszevetve [ (Go)'=(G')g, ez bizonyitja az &llitast k=1

esetére.

Alkalmazzunk teljes indukciot. Tegyiik fel, hogy k=1, (Go)"'=(G")p és lassuk be, hogy (Ge)*"=(G*")e.
= (GM)e) =((G™))p=(G* M), ezzel az allitast

El6szor az indukcios feltevést, majd (3-et alkalmazva (Go) M =((Go)")
belattuk.

(A fenti bizonyitas tulajdonképpen azt hasznélja ki, hogy mind a kommutatorok képzése, mind a generalt
részcsoport tekintése atviheté a ¢ homomorfizmuson, a derivalt részcsoportok pedig ilyen 1épésekkel allithatéak
elé.)

6.12.7 Kovetkezmény: ha N<G és d(G)<oo, akkor d(G/N)<d(G), azaz feloldhat6 csoport faktorcsoportja - més
néven (Id. homomorfizmus-tétel) homomorf képe - is feloldhato.

Bizonyitas: ha GM={1}, akkor (G/N)(kyl=(G(k)‘N)/N={1}-
6.12.8 Tétel: ha N<G és d(N), d(G/N)<oo, akkor d(G)<d(N)+d(G/N).

Bizonyitas: (G““Y)-N)/N=(G/N)"N={1}, tehat GUNcN. Eszerint (GUN)INICNINI_{1}  azaz G
d(N)+d(G/N)-edik derivalt csoportja mar {1}, igy az allitas a definici6 szerint igaz.
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6.12.9 Kovetkezmény: G csoport egy L normallancanak faktorai feloldhatéak <> G feloldhato.

6.13 Permutacidcsoportok. Regularis reprezentacio, Cayley-tétel

6.13.1 Definicié: G, permutdciécsoport az Q alaphalmazon, ha G, elemei Q—Q bijekciék és csoportot
alkotnak a fiiggvénykompoziciéra. Ha |Q|=n, azaz Gy<S,, akkor G-t n-edfokti permutéciécsoportnak nevezziik.

Jeloljon a kovetkezé néhdny pontban G egy Q feletti permutaciécsoportot.

6.13.2 Jelolés: legyen oeQ,geG. Ekkor of jeloli a képét a g leképezésben. KSG,wsQ esetén
W ={af|acw,geK}.

6.13.3 Definici6: G tranzitiv, ha Va,BeQ3geG: af=p, azaz ha Q barmely elemét barmely elemébe &t tudjuk
vinni G-beli leképezéssel.

6.13.4 Definicié: Q egy o elemének stabilizatora G,={geG|a®=0a}. Ez konnyen ellendrizhetSen részcsoportja
lesz G-nek.

6.13.5 Definici6: definidljuk a ~ relaciot Q-n az aldbbi médon: o~ < 3geG: a®=p, azaz ha ﬁeac. Ez
ekvivalencia-relaci6 lesz. (Reflexiv, mert 1€G; szimmetrikus, mert G '=G és tranzitiv, mert G-G=G.) Ekkor ~
ekvivalencia-osztalyokra bontja Q-t; az « elem ekvivalencia-osztalya a. Ezt o orbitjanak hivjuk.

6.13.6 Allitas: |G:G,|=]a°].

RPN gh™'eG,, azaz ha g és h ugyanabban a G, szerinti jobb oldali

Bizonyitis: of=a" & «
mellékosztdlyban vannak. Eszerint o kiilonboz6 képeinek szdma éppen a mellékosztalyok szama. Ez volt

bizonyitando.

6.13.7 Kovetkezmény: ha G<S, tranzitiv permutéaciécsoport, akkor |0(G| =|Q|=n, tehat VaeG: |G:G,|=n. A
Lagrange-tétel szerint tehat |G| oszthaté n-el.

6.13.8 Definici6: G regularis, ha minden 1-t6l kiilonboz6 eleme fixpontmentes, azaz of=a = g=1. Ez
ekvivalens azzal, hogy minden elemének stabilizatora {1}.

Megjegyzés: ha G<S, tranzitiv és regularis, akkor |G|=n, hiszen G, egyelemd, n index részcsoportja.

6.13.9 Allitds: ha G permutdciécsoportban  f=af, akkor Gg= ¢'G,g. Specidlisan egy tranzitiv
permutaciécsoportban minden stabilizétor izomorf.

-1 -1 1, B
Bizonyitas: xeG, < a'=a < (85 J'=p < p% ¥=p =g 'xgeGy.
6.13.10 Cayley-tétel: minden G csoport izomorf egy G, tranzitiv, regularis permutéciécsoporttal.

Bizonyitas: legyen Q=G és rendelje a  leképezés geG-hez Q) azon permutacidjat, ami az acQ elemhez o-g-t
rendeli. (Ez valéban permutaci6 lesz az egyszerUsitési szabaly szerint.) Kulonb6zé G-beli elemeknek kiilonbozé
permutaciok felelnek meg, hiszen az egység képe gy-ben g. Ekkor VaeQ: a$V=o-gh=(a-g)-h=(a®"/"V, azaz

(gh)y=(gy)(hp). Eszerint y muivelettart6 bijekcio G és egy Q feletti G, permutaciocsoport kozott, igy G=G,.
6.13.11 Megjegyzés: a fenti G, permutaciécsoportot hivijuk G regularis reprezentacidjanak.

6.13.12 Definicio: G(Q) és G'(Q') permutéciocsoportok izomorfak a y: Q—Q' bijekciéra nézve, ha J¢p: G=G',

1
hogy VaeQ,geG: (af)p=(ay)’. (Azaz ha az a ¢, leképezés, ami geG-hez az Q' feletti go,: o’ —(a')" &
permutaciot rendeli, véletleniil épp egy G(Q)— G'(Q') izomorfizmus. Més széval ha G'(Q') éppen G(Q2) konjugaltja

y-vel.) Jelolése G(Q)5G'(Q'). Ha 3y: G(Q)5G'(Q'), akkor G(Q)=G'(Q').

6.13.13 Megjegyzés: ha G(Q)=G'(Q'), akkor nyilvan G=G'. A megforditds nem igaz, mert pl. Q=Q'={1,2,3,4}
felett G={Id,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} és G'={Id,(12),(34),(12)(34)} egyarant a Klein-féle csoport, de
permutaciocsoportként nem izomorfak, hiszen G(Q) tranzitiv, G'(Q)') pedig nem. (Mellesleg G(Q2) a Klein-csoport
Cayley-tétel szerinti reprezentacidja.)

6.13.14 Definicié: G(Q) k-szorosan tranzitiv, ha |Q|>k és tetszéleges {a;, f;eQ|1<i<k}-ra 3geGVi: af=p;,
azaz ha G elemeivel Q barmely két rendezett k-asa egymasba vihets. Konnyen ellendrizhetd, hogy G(Q) k-szorosan
tranzitiv < G(Q) tranzitiv és G,(Q~{a}) pedig (k—1)-szeresen tranzitiv (a tetszleges Q-beli elem).
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6.13.15 Allitas: ha |Q|=n és G(Q) k-szorosan tranzitiv, akkor (n”f'k),' |G|.

Bizonyitas: teljes indukcio k szerint, régzitett (n—k)=m mellett. (A definici6 alapjan m>0.) k=1,m>0 esetén az
allités igaz, 1d. 6.13.7. Tegyiik fel, hogy az adott m értékkel k=(k,—1) esetén teljesiil az allitds és lassuk be, hogy
k=k, esetén is. Legyen tehat |Q|=k,+m és G(Q) ko-szorosan tranzitiv. Ekkor G(Q) tranzitiv, tehdt |G:G,|=n és
G, (ky—1)-szeresen tranzitiv a (k,—1+m) elemd Q~{a} halmazon. Alkalmazva az indukcits feltevést G (Q~{a})

(n=1)! _ n!
m!

ra 11 ' |G,| . A Lagrange-tétel szerint |G|=|G,| n, tehat osztja n-"5* =2 és éppen ezt akartuk bizonyitani.

Jelolés: S(Q) jelslje az Q halmaz dsszes permutacidinak csoportjat. |Q|=n-re persze S(Q)=S,.

Megjegyzés: érdekes kérdés, hogy k kiilonboz6 értékeire hany k-szorosan tranzitiv véges permutédcidécsoport
létezik. |Q|>k esetén S(Q), n>(k+2) esetén A, nyilvan k-szorosan tranzitiv, de ez nem valami izgalmas. Inkédbb
arra vagyunk kivancsiak, hogy hany ezektdl kiilonb6z6 k-szorosan tranzitiv véges permutacidcsoport van.
Egyszeresen tranzitiv minden n-re van, példaul Z, regularis reprezentacidja, ez maris végtelen sok. Kétszeresen
tranzitiv lesz minden K testre az Q=K, G(Q)=Aff(K) permutéciécsoport (|K|=n esetén ennek a lehets legkevesebb,
n(n—1) eleme van); ez megint végtelen sok eset, hiszen végtelen sok F, test van. Haromszorosan tranzitiv még
mindig végtelen sok van, ezt elhissziik. Négyszeresen tranzitiv viszont mar osszesen négy darab van; ebb6l az M;,
és M,, nevd csoportok Otszordsen is tranzitivak, stabilizatoraik - M;; és My - csak négyszeresen (ezeket
Matthieu-csoportoknak hivjak). Hatszorosan tranzitiv véges permutaciécsoport - A,, S, -t6l eltekintve - nincs.

6.13.16 Definici6: legyen G(lQ) tranzitiv. ACQ imprimitivitasi tartomany (IPT), ha
VgeG: (A%=A vagy A*NA=0), azaz ha A képei Q egy particidjat adjak. Nyilvan {a} IPT és IPT képe is IPT.

6.13.17 Definicio: a G(Q) tranzitiv permutéciécsoport imprimitiv, ha JA nem trivialis (12A#Q) IPT G(Q)-ban.
Primitiv, ha nincs ilyen. Primitiv példaul minden kétszeresen tranzitiv permutaciécsoport. Imprimitiv a kocka
mozgas- és transzformacio-csoportja (Sg részcsoportjaként tekintve), mert minden testatlé és minden olyan négy
cstics, amely szabalyos tetraédert hataroz meg, IPT-t alkot benne.

6.13.18 Definicié: a A IPT stabilizatora G,={geG|A®=A}<G.

Megjegyzés: AS=A" < A=A & gh™'eG,. Eszerint ¢ és h pontosan akkor viszi ugyanoda A-t, ha ugyanabban
a G, szerinti jobb oldali mellékosztalyban vannak. Ezért A képeinek szam(osség)a |G:G,|. Eszerint
|Q|=|G:G,|-|A|. Gt G, mellékosztalyai szerint reprezentdlva (Id. késébb) tehat G-t egy % foka
permutécidcsoportba tudjuk leképezni. Ha ACA’ 1PT-k, akkor G,<G, .

6.13.19 Kovetkezmény: ha a G(Q) tranzitiv permutéciécsoport foka ( |Q]) prim, akkor primitiv, mert minden
IPT elemszama osztja G fokat, igy vagy |Q|, vagy 1.

6.13.20 Lemma: legyen G(Q) tranzitiv permutaciécsoport, aeQ,G,<H<G. Ekkor a'' IPT.

Bizonyitas: legyen BelaNa' és lassuk be, hogy (a")'=a". Tudjuk, hogy alkalmas h;,h,eH elemekre
Hx H

o"*=B=a", ekkor o = g , azaz hyxh, '€G,<H. Igy hat xeh; '"Hh,=H. Kovetkezésképp (a')'=a =a".

6.13.21 Tétel: a G(Q) tranzitiv permutaciécsoport pontosan akkor primitiv, ha G, maximalis részcsoport
G-ben.

Bizonyitas: ha G imprimitiv, akkor o belerakhat6 egy A IPT-be, ahol {a}#A#Q. Nyilvin G,<G,<G. A
tranzitivitas miatt 3geG: a®eA~{a}, ekkor geG,~G,-ban van. Hasonléan 3heG: a’eQ~A és erre heG,~G,. Ezért
egyik helyen sem &ll fenn egyenldség: G,<G,<G és G, valéban nem maximalis részcsoport. Tegyiik most fel, hogy
G, nem maximadlis részcsoport, azaz G,<H<G. Ha véletleniil a’=Q lenne, akkor geG~H valasztassal
JheH: af=a", azaz gh™'eG,<H ellentmondana g valasztasénak. Tehat o#Q. a''={a} sem lehet, mert G,<H.
o' tehét olyan IPT, amelynek van a-n kiviil eleme, de nem a teljes Q. Ekkor G imprimitiv.

6.14 Az alternalé csoport

6.14.1 Tétel: n>5 esetén A, egyszerd.

Bizonyitas: tegyiik fel indirekt médon, hogy IN: 1<NslA,, ahol n>5. Legyen g olyan N-beli elem, amelynek -
az egységtdl eltekintve - a lehetd legtobb fixpontja van N-ben. Ha g ciklikus felirasaban lenne két kiilonbozé (k és I,
k<l) hosszu ciklus, akkor gk—nak fixpontja lenne ¢ minden fixpontja, tovabba g k elemt ciklusdnak elemei is,
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emellett gk #1 lenne, mert g | hosszu ciklusanak elemeit gk nem hagyna helyben. Eszerint gk;tl—nek tobb fixpontja
lenne g-nél, ami ellentmond g valasztasanak. Igy ¢ ciklusai mind egyenlé hosszuak. Feltehetjiik, hogy ez a hossz
prim, hiszen ha minden ciklushossz p-k, akkor gk azonos fixpontok mellett p hosszu ciklusokbdl all. Az alabbi
esetek lehetségesek:

(i) p=2, ekkor g legaldbb 2 ciklusbdl &ll, mert paros permutacié. Megtehetjiik, hogy két ciklusdnak elemeit
elkereszteljiik 1,2,3,4-nek, ekkor g ciklikus alakja (12)(34)...

(if) p=3 és g egyetlen ciklusbol 4ll, ekkor g=(123)

(iii) p=3 és g tobb ciklusbol all, ekkor ¢=(123)(456)...

(iv) p>5, ekkor g=(123...p)...

Mivel 7>5, minden esetben vehetjiik az x=(345)cA, elemet. A (iii) és (iv) esetekben y=gxg 'x™' csak olyan
elemeket mozgat, amelyeket mér g is, tovdbba konnyen ellenérizhetSen helybenhagyja az 1-el jelolt elemet is.
Raadasul y= g(xg_lx_l)eN-N’rl:N, mert N normadloszté. y tehat egy olyan N-beli elem, amelynek x-nél tobb
fixpontja van, ami ellentmond x valasztasanak. Lassuk most az (i) esetet.

Legyen x=(123)cA,,y=gxg 'x"'. Ekkor yeN, akarcsak az el6bb. y-nak fixpontja minden {1,2,3,4}-en kiviili
elem, mert ezekre megszoritva x identitds, g pedig ezek halmazat helybenhagyja. Konnyen ellendrizhetd, hogy
y:1—4,4—1,2—3 és 3—2. Eszerint y=(14)(23). A (ii) esetben x=(345)cA,,y=x"'gxg vélasztassal yeN. Az
{1,2,3,4,5}-6n kiviili elemeket x és g egyardnt helybenhagyja, tehat y is. Kiszamolhat6, hogy
y:1—3,3—1,2—4,4—2 és 5—5, tehat y=(13)(24). Eszerint az (i) és (ii) esetekben JyeN, amely két diszjunkt
transzpozicio szorzata. Az alaphalmaz atszamozasaval tehat n=(12)(34)eN.

Azt allitjuk, hogy tetszleges a=(af})(yS)eA, elem benne van N-ben, ha «,f3,y,§ kiilonbszéek. Vegyiik azt az
xeS, permutaciot, ami felcseréli az (1,2,3,4) és a («,B,7,6) rendezett négyeseket. Ekkor az x 'nx elem
(o, B,v,6)-telviszi (1,2,3,4) -be, ott felcseréli a-t B-val, y-t pedig 5-val, majd az egészet visszaviszi (B, «,§,y)-ba.
A t5bbi elemmel az x~' uténi 7 nem csindl semmit, x meg visszaviszi a helyére. Tehat x™'nx=a. Sajnos xeA, esetén
nem mondhatjuk azt, hogy n konjugaltja x-el benne van N-ben, hiszen normaéloszté. Viszont vehetjilk azt az
x*=x-(12)eA, elemet, ami (1,2,3,4)-t és (B, a,y,5)-t cseréli fel; ez paros, ha x paratlan és x* 'nx*=a itt is fennall.
igy Va,B,y,6 killonbozé elemekre (aff)(yS)eN. Ha o, f,y,8 nem mind kiilonbozéek, akkor feltehetjiik, hogy pl.
p=6. Mivel n>5, vehetiink tovabbi két, minden eddigit6l kiilonboz6 e,n  elemeket. Ekkor

(
(

(y8)=(aB)(en)-(en)(By). Ez két olyan elem szorzata, melyek az el6bbiek szerint benne vannak N-ben, igy
Yo

(

Tekintstink egy tetszéleges A, -beli elemet és irjuk fel paros sok transzpozicié szorzataként. A szorzat tényezsit

ap)
ap)

) is. Tehat barmely két transzpozici6 szorzata benne kell legyen N-ben.

kettesével csoportositva minden rész benne lesz N-ben, tehat maga a szorzat is. Eszerint A, N, ami ellentmond
indirekt feltevésiinknek. Minden esetben ellentmondasra jutottunk, az indirekt feltevés tehat hamis, a bizonyitand6
allitas pedig igaz.

6.14.2 Kovetkezmény: S, nem feloldhaté, ha n>5.

Bizonyitas: az el6bb belattuk, hogy 1<A,<S, kompoziciélanc. Az A, faktor nem kommutativ, tehat S,-nek
nincs olyan normalldnca, melynek minden faktora kommutativ.

6.14.3 Kovetkezmény: A, karakterisztikus részcsoport S, -ben.

Bizonyitas: S,-ben konnyen ellenérizhetSen nincs A, -t6l kiillonbozé nem trivialis normaloszto. igy A, képe S,
barmely automorfizmusanal csak A, lehet.

6.14.4 Megjegyzés: n<3 esetén A, érdektelen, mert A\=A,~{1}, A;~Z;; A, pedig nem egyszerd. (Vegyiik
Z3~H={Id,(12)(34),(13)(24), (14)(23)} <A, -et. Ebben benne van A, minden 1 vagy 2 rendd eleme és semmi mas. Igy
H-t A; minden automorfizmusa 6énmagéba viszi, tehat H 3 A,. Mivel H és Ay/H=Z; kommutativ, A, feloldhato.

6.15 Néhany feloldhato csoport. A Sylow-tételek alkalmazasai

Mivel most sokat fogjuk (kiilon hivatkozas nélkiil) hasznalni, megismételjik a 6.12.9 allitast: G csoport L
normallancanak faktorai pontosan akkor feloldhatéak, ha G feloldhat6.
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6.15.1 Allitas: ha G rendje p prim, akkor G=Z,, hiszen a Cauchy-tétel miatt van p rendd eleme és az nyilvan
generdlja. Z, kommutativ, tehat prim rendd csoport feloldhato.

6.15.2 Allitas: ha G véges p-csoport, akkor G feloldhaté.

Bizonyitas: 6.7.5 szerint G rendje p". Sylow I tétele miatt taldlhatéak olyan 1<P;<P,<...<P, <G
részcsoportok, melyekre |P;|=p'. Ezen normallanc minden faktora p-edrendd, tehat 6.15.1 szerint feloldhato.

6.15.3 Allitas: ha m,neZ" relativ primek, akkor Z,xZ,~Z, .

Bizonyitas: legyen G az (x)=Z,, és az (y)=Z, csoportok direkt szorzata. 6.6.11 szerint o((x,y))=mn=|G|, azaz
ZTHXZH:G: <(x’y)>:zfnn N

6.15.4 Allitas: ha p<gq kiilonboz6 primek és |G|=pq, akkor G feloldhaté.

Bizonyitas: ha p<g, akkor p=1 (modq). Jelolie |Syl(G)|-t a. 6.8.6 és 6.8.7 szerint a|p, azaz ae{l,p} és
a=1 (mod q) = a#p = a=1. Eszerint QeSyl(G)-re Q konjugaltjainak szdma 1, azaz Q<G. A G>Q™>1 norméllanc
faktorainak rendje p és g, ezek tehat ciklikus, specialisan kommutativ csoportok. Ekkor G feloldhat6.

6.15.5 Allitas: ha p<q primek, g=1 (modp) és |G|=pq, akkor G=Z,,,.

Bizonyitas: az el6bbi médon PeSyl,(G) és Qe Syl (G) is normélosztd. VxePNQ-ra o(x) osztja |P|-tés |Q]-tis,
tehat ofx)=1. Ezért {1}cPNQc{xeG|olx)=1}={1}. Az elsé izomorfizmus-tételbsl |PQ:P|=|Q:PNQ|=g. Ebbsl
|PQ|=pg=|G| = PQ=G. Ekkor 6.6.3 szerint G=PxQ. Felhasznalva 6.15.1-t P=Z, és Q=Z,, igy 6.15.3 szerint
G=Z7,,.

pq

6.15.6 Megjegyzés: ha p<q és ¢=1 (modp), akkor a fentiek kozil P<G nem feltétleniil teljestil.
Q<P,PNQ={1},PQ=G,P=Z, és Q=Z, ugyanigy belathato, tehdt a szemidirekt szorzat definiciéjabol G=Z 37,
valamely 9: Z,— Aut(Z,) homomorfizmusra. Szeretnénk megtalalni az 6sszes ilyen 9-t, hogy ismerjiik az dsszes pq
rendd csoportot. Ehhez el6szor is Aut(Z,)-t kell megvizsgalni.

6.15.7 Definicié: U, az n-hez relativ prim mod n maradékosztalyok multiplikativ csoportja. |U,|=¢(n). (Ennek
elemei az F, gydrdk egységei.)

6.15.8 Allitas: Z, endomorfizmusainak félcsoportja a mod n maradékosztalyok multiplikativ félcsoportja.

Bizonyitas: legyen G=(a)~Z,, p: G—G homomorfizmus. Jelolje keZ-re k a k szdim mod n maradékosztalyat.
Mivel a*=a" < k=k*, G minden eleme egyértelmien irhato fel a* alakban. Legyen ag=a". Ebbdl (a*)p=(ap)=a""
mar kovetkezik, tehat minden ¢:G— G homomorfizmus elGall (p,:uk'—m“ : re{0,1,...,n—1} alakban. Lathato,
hogy {¢,|0<r<n-1} elemei valéban paronként kiilonb6z6 homomorfizmusok, ez tehat éppen G

endomorfizmusainak halmaza. Az is lathat6, hogy e, )= ((a" ) =a*e, -, tehat ezek a homomorfizmusok

valéban tgy viselkednek, mint a mod n maradékosztalyok a szorzasra nézve.
6.15.9 Allitas: Aut(Z,)~U,.

Bizonyitas: a fenti jelolésekkel a ¢,: G—G homomorfizmus pontosan akkor automorfizmus, ha G¢,=G, ami
pontosan akkor teljesiil, ha a¢, generalja G-t, hiszen Go,=(a)¢,=(a@,). Ez ekvivalens azzal, hogy ola’)=n, azaz
hogy r és n relativ primek. Ez éppen a bizonyitand¢ allitast adja.

6.15.10 Tétel: ha p prim, akkor U,~Z,,~Z, 1, azaz U,-nek van generaloeleme. Ezt Ggy is mondjik, hogy
mod p létezik primitiv gyok.

Bizonyitas: rendelje a y fiiggvény deN-hez az U,-beli, d-edrendd elemek szamat. Ha (d) nem 0, akkor
10,
(xp71—1)=(xd—1)=((xd)HJr(xd)t72+...+xd+l). A baloldali polinomnak pontosan (p—1) gyoke van, mert U, minden

, tehat elég d-t (p—1) oszt6in vizsgalni. Ha (p—1)=d-t, akkor tekintsiik az alabbi, F, feletti polinomokat:

eleme gyoke. Egy d-edfoku és egy (p—d—1)-edfoku polinom szorzata &ll. Ennek csak ugy lehet (p—1) gyoke, ha
mindkettének pontosan annyi gytke van, amennyi a foka. Eszerint pontosan d darab xeF,-re teljestil x"=1, tehét
pontosan d darab U,-beli elem rendje osztja d-t. Ezek szama éppen ¥, |,i(a). Tehat  6sszegzési fliggvénye d l(p-1)
esetén a d helyen éppen d, igy 9| .. d|(p-1),=, specidlisan Y(p—1)=p(p—1)=21, ezért létezik (p—1)-edrendd elem. Ezt
akartuk belatni.
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6.15.11 Allitas: ha ofla)<co és az a elem képe a ¢ homomorfizmusban b, akkor o(b)|o(a). Ugyanis
b*"=(ap)""=(a"")p=1¢=1.

6.15.12 Allitas: ha p<q primek és g=1 (mod p), akkor kétféle pq rendd csoport van; az egyik Z,,, a masik nem
kommutativ.

Bizonyitas: hasznaljuk fel az el6z6 kb. tiz éllitast. Tudjuk, hogy minden pq rendd csoport elGéll Z yZ, alakban
valamely 9:Z,—Aut(Z,) homomorfizmusra. Legyen Z,=(a) és Z,=(b) tovébba (q 1)=p-t. 9-t meghatérozza a
képe, mert ekkor a'e{a)-ra (a')9=(a9) mar egyertelmu Tud]uk hogy Aul(Z,)=Z, 1=Z,,. A 9 homomorfizmus a-t
csak 1 vagy p rendd elembe viheti. Ezért a9:b—b"-ra (a9f:b—b" mar az 1dent1tas, tehat kP=1 (mod q). Tudjuk,
hogy pontosan p darab ilyen k elem van Z,,-ben. k=1 esetén a9:b—b az identitas, ekkor Z,y3Z,~Z xZ, ~7, , ez
mint szemidirekt szorzat érdektelen. Foglalkozzunk mosta k#1 esettel.

Legyen r p-edrendd Zp,t—ben. Ekkor R={r,r*,r°,...,1*"" "} az osszes p-edrendd elem. Legyen o(a9)=p, ekkor
a9:b—b" valamely k=r"eR-re. Azt akarjuk belatni, hogy izomorfia erejéig ugyanazt a csoportot kapjuk VkeR
esetén. Jelolje Z, ><|Z az a9,:b—b" el kapott szemidirekt szorzatot (1<m<p). Azt kell bebizonyltanunk, hogy
V4 ><|Zp csoportok mmd izomorfak, amihez elég Z, ><JZ =Z, 3<|Z Mivel 9, homomorflzmus, a"9,=(a%,)". Ebben b
képe ped = ((basl)”91)...)”91) (). ) =b"=p"n Eszermt a .91 a9,,, azaz (a™y % (by=(a" b)=(a,b)=(a) % (b). A
bal oldalon Z, x Z,,a jobb oldalon Z, % Z, all, ezek tehat izomorfak.

fgy Z,xZ, értelmes jelolés a Z,,-val nem izomorf pq rendd csoportra, mert pontosan egy ilyen van. Mivel a9
nem az identitds Z,-ban, az (a,1) elemmel val6 konjugdlas nem az identitds a szemidirekt szorzatban, tehat Z,xZ,
nem kommutativ.

6.15.13 Tétel: pontosan azokra az n-ekre izomorf minden n elemd csoport Z,-el, melyekre n és ¢(n)
legnagyobb kozos osztéja 1, azaz (|G|=n = G=Z,) < (n,¢(n))=1.

Definicié: a G véges csoport Frobenius-csoport, ha 3H<G,H#{1}: VxeG~H: (HNH")={1}.

1. Lemma: legyenek H,K<G {1}-t6l kiilonb6zS részcsoportok, melyekre VxeG~H:(HNH")={1} és
VyeG~K: (KNK*)={1}. Ekkor JueG: (HNK")#{1}.

Bizonyitds: legyen H=U,.cH",K=U,.cK* és jelolie |G|-t n. H valasztisa miatt Ng(H)=H, azaz H

konjugaltjainak szdma |G: Ng(H |— .H kulonbozo konjugaltjai {1}-t6l eltekintve paronként diszjunktak, ugyanis
ha HxﬂHy;t{l}, akkor (HNH"™ ) (H NHY)" #{1}, igy feltételeink szerint yx 'eH, amib6l H'=H. Tehat
|H|=1+(|H|-1 >1+n r'>1+n 2=1+% és ugyanigy |K|>1+%. Ezeket osszeadva |H|+ |K| |G|+2. Igy hat

HNK=#{1}, azaz alkalmas x,yeG-re H'NKY#{1}. Ekkor u=yx"" valasztassal HNK"=(H"NKY)"" #{1}.

2. Lemma: legyen G véges, nem kommutativ csoport, melynek minden maximalis részcsoportja Abel. Ekkor G
nem egyszerd.

Bizonyitds: 1 G egyszerd. Mivel nem kommutativ, Z(G)9G, azaz Z(G)={1}. El6szor is azt allitjuk, hogy ha
M,M' G két kiilonbdz6 maximalis részcsoportja, akkor MNM'={1}. M és M’ Abel, azaz MNM' elemei mind
M, mind M’ elemeivel felcserélhetéek. Ekkor (M, M')=G elemeivel is, azaz MNM'<Z(G)={1}, mint allitottuk.

Legyen M maximalis részcsoport G-ben. G#Z, miatt M# {1}, tehat M nem lehet normaloszt6, azaz N (M)<G.
Persze M<N¢(M), igy a maximalitasb6l M=Ng(M). Azaz VxeG~M: M*#M. Mivel M" is maximélis részcsoport,
M"NM={1} az el6z6 bekezdés szerint minden xeG~M esetén. M konjugaltjai nem fedhetik le az egész G-t, hiszen
ez semmilyen csoport semmilyen nem teljes részcsoportjaval nem fordulhat el6. Legyen g egy M konjugaltjain
kiviili elem, M’ egy g-t fed6 maximalis részcsoport. Ekkor a fenti moédon VyeG~M'-re M'NM"Y={1}. Alkalmazva
az els6 lemmat M, M’ -re kapjuk, hogy alkalmas u-ra M“NM'#{1}. M"#M', mert geM'~M". Igy M"NM’ valéban
két kiilonbozé maximalis részcsoport metszete, az el6z6 bekezdés szerint mégis {1}, §.

Bizonyitas: (1, ¢(n))=1 < nnégyzetmentes és ha p,q kiillonb6z6 primosztoi n-nek, akkor gz1 (modp), ez ¢(n)
képletébdl nyilvanvals. A bizonyitaskor ez utdbbi feltételt fogjuk alkalmazni.

=: ha n nem négyzetmentes, akkor alkalmas p primre nzpk-m,kZZ,pT m. Ekkor a véges Abel-csoportok
alaptétele (6.17.4) szerint G=Z,xZ-1xZ,, és Z,=Z}xZ,, nem izomorfak, igy G nem ciklikus n-edrendd csoport. Ha
az n-t oszté p,q primekre p|g—1, akkor n=pgm jelsléssel (Z,xZ,)xZ,, nemkommutativ n-edrendd csoport. A
feltétel tehat sziikséges.
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< legyen n primtényezékre bontasa n=[T;-,p, ahol p,{(py—1) és lassuk be, hogy minden n-edrendd csoport
ciklikus. s=0,1 esetére az allitas trividlis, s=2-re éppen 6.15.5. Legyen most s>3 és tegyiik fel, hogy kevesebb
primosztéval rendelkezd n-ek esetén az allitas igaz. Specidlisan n minden 4 valédi osztéjara teljestil, hogy minden
d-edrendd csoport ciklikus.

Legyen G tetszéleges n-edrendd csoport. Ha kommutativ, akkor van nem trivilis normalosztéja, pl. a p,-Sylow.
Ha nem kommutativ, akkor az indukciés feltevés szerint minden maximaélis részcsoportja kommutativ, azaz a
masodik lemma szerint G nem egyszerd. Mindkét esetben vehettink tehat egy 1<N<G normalosztot. Tegyiik meg;
legyen d=|G/N|,m=|N]|.

Az indukci6s feltevés szerint N és G/N ciklikus: 3geG: G/N=(gN). Most olyan aegN elemet keresiink, melyre
ola)=d. Tekintsiik az 1,(d+1),(d*+d+1),...,(d"+d"™ '+...+d+1) szamokat. Ezek 6sszesen mar m+1-en vannak, igy
valamely kett6 kiilonbsége oszthaté m-el. Ez a kiilonbség (1+..+d")=(1+..+d" Y=d'1+d+..+d")=d-d* alakba
irhato, ahol d*=1 (mod d). md=n és az n-re tett feltevések szerint (m,d)=1, igy m|d1'd* = m|d* = n|d"d.

Legyen a=gd*. Ekkor d*=1 (modd) és o(gN)=d kovetkeztében aN=gN = aN generédlja G/N-t, igy d=|G/N]|
osztja ofa)-t. a‘= gd"dzl, hiszen a kitevé oszthaté n=|G|-vel. Ebbél o(a)
jutunk.

d, amit az elé6zével dsszevetve o(a)=d-re

(a)-N részcsoport G-ben, mert N<G. Rendjét osztja d=|(a)| és m=|N|, azaz nis = G=(a)-N. Ekkor alkalmas
9:{a)— Aut(N) homomorfizmusra G el6all G=(a)%N alakban. Az n-re tett feltevések szerint d és ¢(m), azaz |(a)|
és |Aut(N)| relativ primek, azaz 9 csak a trividlis homomorfizmus lehet, igy G=(a)xN=Z,xZ,, ez pedig 6.15.3
szerint éppen Z,.

6.15.14 Allitas: ha G rendje p>, akkor G=Z2 vagy G=Z,xZ,.

Bizonyitas: az egységen kiviil G-nek csak p és p” rendd eleme lehet. Ha van p” rendd eleme, akkor G=Z,2.Ha
nincs, akkor legyenek a és bg(a) p-edrenddek. Sylow I. tétele szerint az (a) és (b) részcsoportok normalosztok.
(ayn{b)={1} kell legyen, mert egy ce(a)N{b)~{1} elem generdlna (b)-t is, ami ellentmond bg(a)-nak. Ekkor
persze [{{a),(b))|=|(a)| [(b)] =p?, azaz ({a))=G. Igy G bels6 direkt szorzata (a),{b)-nek, azaz G=Z,xZ,.

6.15.15 Burnside-tétel: ha |G|=pk‘ql, ahol p és g kiilonb6z6 primek, akkor G feloldhat6. Ezt csak az [=1
specidlis esetben latjuk be.

Bizonyitas: legyen PeSyl,(G). Ha P<G, akkor a G>P®>1 normallanc faktorai feloldhat6ak, ezért G is. Marad az
az eset, amikor P-nek egynél tobb - 6.8.6 szerint éppen g - konjugéltja van. Legyen D maximaélis azon részcsoportok
kozott, melyek el6éllnak H=P,NP, : P;,P,eSyl,(G); P;#P, alakban. Ha D={1}, akkor a p-Sylowok egyetlen G~{1}
-beli elemet sem fednek kétszer, tehdt K=Upcsy, () (P~{1}) tagjai diszjunktak, ezért |G~K|=p"3-(p"~1)g=q. VxeK
rendje p-hatvany, hiszen x eleme egy p-Sylownak. Ezért QeSyl(G)-re KNQ=0. Ekkor Q csak G~K lehet, tehat

|Syl,(G)|=]|{G~K}|=1, a g-Sylow normaloszt6. A G>Q>1 norméllanc faktorai feloldhatoak és ismét készen
vagyunk. Marad tehat az az eset, amikor D>1.

Legyen D=P;NP,. Mivel P,#P,, D<P;. Legyen L1=Np1(D). Mivel D egy p-részcsoport P;-ben és nem azonos
vele, Sylow L tétele szerint D normadlosztoként berakhaté egy D<D'<P; részcsoportba, tehat P;-beli normalizatora
bévebb nala. Ezért D<L,<P,. Hasonléan definidlva L,-t DL,<P,. Mivel L; és L, egyarant normalizalja D-t és
bévebb nala, DiT=(L,,L,). Trendje p'-q és p' lehet. Ez utébbit mindjart kizarjuk.

Ha T rendje p-hatvany lenne, akkor belefoglalhat6 lenne egy P; p-Sylowba. Ekkor (P;NP;)>(P,NT)>L;>D és
ugyanigy (P,NP;)>D teljesiilne. D maximalitasanak P;#P; és P,#P; egyarant ellentmond, tehat P;=P,=P,, ami P,
és P, valasztdsanak mond ellent. T rendje valéban nem lehet p-hatvéany, azaz | T|=p"q.

Legyen QeSyl,(T). Ekkor az I. izomorfizmus-tétel és QNP;={1} miatt |Q-P;|=|Q-Py|-|QNPy|=|Q|-|P,|=p"q,
azaz Q-P;=G. Legyen N=(D?|geG), azaz a D 4ltal generalt norméloszté. Legyen geG tetszéleges. Ez az el6bbiek
szerint felirhaté g=rs : seP;,reQ<T<Ng(D) . Ekkor D*=D"*=(D'). Itt reN¢(D) miatt D'=D, azaz D¥=D". D<P;
és seP; miatt tehat VgeG: D®<P;, azaz N<P;, N rendje p-hatvany. 1<D<N miatt tehat a G>N>1 lanc els6

faktora p"-gq rendd valamely m<k-ra és az indukci6s feltevés szerint feloldhat6, méasodik faktordnak r endje pk’ ,
ez is feloldhat6. Eszerint G is feloldhato.

6.15.16 Tétel: ha |G| <oco négyzetmentes, akkor G feloldhato.
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6.15.17 Definici6: a G véges csoport H részcsoportja Hall-részcsoport, ha rendje és indexe relativ prim. Ha =
primszamok egy halmaza, akkor n-Hall egy olyan részcsoport, amelynek rendjében vannak |G| n-beli
primtényezéi, indexében a nem n-beliek.

6.15.18 Tétel (Philip Hall): ha a G véges csoport feloldhatd, akkor minden n-re van G-ben n-Hall részcsoport.
S6t, ha mindenféle p’-Hall van G-ben, akkor G feloldhaté. (Ezt nem bizonyitjuk be; példdul azért, mert a masodik
felének trividlis specidlis esete a Burnside-tétel.)

6.15.19 Feit-Thompson tétel: ha |G| paratlan, akkor G feloldhats.
6.15.20 Kovetkezmény: ha |G|=n=4k+2, akkor G feloldhato.

Bizonyitas: legyen G regularis reprezentacidja Gy(Q)<S,. Ebben a Cauchy-tétel szerint van egy g, méasodrendd
elem. Ez csak dgy lehetséges, ha diszjunkt transzpoziciok szorzata. Ezek le is fedik a teljes Q-t, mert regularis
permutaciécsoportban az egységen kiviil semelyik elemnek nincs fixpontja. Ekkor g, 2k+1 transzpozicié szorzata,
igy Gy nem részcsoportia A,-nek, azaz GyA,=S,. A,<S,-b6l az 1. izomorfizmus-tétel felhasznaldsaval
Go/(GyNA,)=GoAw/A,=5i/A,=Zy. A Gy>(GyNA,)>1 norméllanc els6 faktora Z,, feloldhat6, a masodik pératlan
rendd, igy a Feit-Thompson tétel szerint feloldhaté. Eszerint G, és persze G is feloldhato.

6.16 Mellékosztaly szerinti reprezenticid

6.16.1 Definicio: reprezenticionak hivunk egy G csoportbél egy Gy(Q) permuticidcsoportra képezd
homomorfizmust, illetve G képét egy ilyen homomorfizmusban.

6.16.2 Definicio: legyen H<G. Ekkor G csoport H mellékosztalyai szerinti reprezentacidja az a m: G—S(Q)
homomorfizmus, ahol Q~{H jobb oldali mellékosztalyai}={Hx|xeG}, geG képe pediga m,: Hx— Hxg permutcio.

Azt allitjuk, hogy ez egy értelmes definicio, azaz n, permutaci6 Q-n, m pedig homomorfizmus. (Hx)%=(Hy)"
= Hxg=Hyg = Hxgg '=Hygg ' = Hx=Hy, tehat m, injektiv. VHxeQ elsall (Hxg ') alakban, igy sziirjektiv is.
Eszerint 7, egy Q—Q bijekci6, kozismert nevén permutaci6. VHxeQ;a,beG-re (Hx)""=(Hxa)"=Hxab=(Hx)™,

azaz m,m,=m,,.
Gr tranzitiv lesz, mert VHx, HyeQ: Hy=(Hx)™".

6.16.3 Allitas: ha ma G csoport H részcsoportjanak mellékosztalyai szerinti reprezentacio, akkor Kern=(,.cH",
azaz a legb6vebb H-beli normaloszto.

Bizonyitas: geKern < VHxeQ: Hxg=Hx < VHxeQ: x’leg=x’1Hx. Mivel H® részcsoport, ez pontosan
akkor teljesiil, ha VHxeQ: geH" < geN,.cH".

6.16.4 Kovetkezmény: ha ma G egyszerd csoport H-mellékosztalyok szerinti reprezentécidja, akkor vagy H=G
és Gn={1}, vagy Kern={1} és ¢ izomorfizmus.

6.16.5 Megjegyzés: a mellékosztaly szerinti reprezentaciot azért kedveljiik, mert sokkal kisebb alaphalmaz
feletti permutécidcsoportra képez, mint a regularis reprezentacio. Pl. n>5 esetén A, reguldris reprezentacidjaban
|Q|=%, mig A, <A, szerint reprezentilva |Q|=|A,:A, ;|=n. Réadésul izomorfizmust kapunk, mert A,
egyszerd. Mellesleg A, képe ebben a leképezésben éppen A, <S5, lesz.

6.16.6 Allitas: minden m: G— S(Q) tranzitiv reprezentéci6 el6all mellékosztaly szerinti reprezentacioként.

Bizonyitas: legyen Gn=G,, acQ. Legyen feQ-ra Hy={geG|a™=B}. Mivel Gn tranzitiv, H, nem tires. H,-t
jelolje H. Ez éppen o stabilizdtordnak m szerinti teljes inverz képe, tehét részcsoport G-ben. Ekkor VxeG-re:

B Hx={gxeG|a=a}={yeG|a=a"™}=H,n
Azt akarjuk belatni, hogy mizomorf a H mellékosztalyai szerinti reprezentaciéval. Jelolje ennek alaphalmazat
Q*={Hx|xeG}. Elészor is vegyiik észre, hogy [ szerint Hx=Hy < a™=a’¥, azaz a f=a"eQ elemhez kélcsonssen
egyértelmten hozzarendelhetjiik a Hx=H,r mellékosztalyt. Legyen tehat :Q—Q" a o™— Hx bijekcio.
Valasszuk az Q" feletti n* reprezentaciot gy, hogy y szerint izomorf legyen n-vel, azaz rendelje n* a geG

elemhez n;:HxH(Hx)w_l‘"S'“’—t és ellendrizziik, hogy n* épp a H mellékosztalyai szerinti reprezentici6, azaz
(Hx)"é‘?:ng. Valéban, (Hx)"éz(Hx)‘pfl'"g'w:(a"*‘)"g'“”:(a"’fg)w:ng .
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6.16.7 Allitas: ha G rendje p>q°, ahol p<g primek, akkor G feloldhato.

Bizonyitas: 6.8.6 szerint a g-Sylowok szama 1,p vagy p° lehet és =1 (modg). Ha 1, akkor Qe Syl,(G)
norméloszté és a G>Q>1 norméllanc faktorai p” ill. g rendd, azaz feloldhat6 csoportok. p nem lehet, mert p<g
miatt p=1 (mod q). Ha p°, akkor p*=1 (mod q) = q|p°~1=(p-1)(p+1). Ez csak agy lehet, ha q|(p—1) vagy q|(p+1).
p<q miatt csak a méasodik eset lehetséges és az is csak g=p+1-nél, amikor is |G|=2>3=36. Elég tehat beldtnunk,
hogy nincs 36 rendd egyszerd csoport, hiszen ha lenne N nem trividlis normalosztéja G-nek, akkor G>N®1
faktorai kordbbi allitisok felhasznaldsaval feloldhatéak lennének. 7 G egy 36-odrendd egyszert csoport.
Reprezentéljuk QeSyl;(G) mellékosztélyai szerint. Ennek indexe 4, G egyszerd, tehdat egy G—Gy<S,
izomorfizmust kell kapnunk. Ilyen viszont nincs, mert |G|>24=|S,|, }.

6.16.8 Allitas: ha p<q<r primek és |G|=pgr, akkor G feloldhato.

Bizonyitas: az r-Sylowok szama 6.8.6 szerint csak 1,p,q,pq lehet, ebb6l 6.8.7 szerint csak 1,pq lehetséges. Ha 1
van, akkor kész vagyunk. Legyen tehat |Syl(G)|=pq. Minden r-Sylow minden 1-t6l kiilonbdz6 eleme r-edrendd és
két kiilonboz6 r-Sylowban nem lehet benne ugyanaz az r-edrendd elem. Eszerint (UgcsycR~{1})-ban pg(r—1)
darab r-edrendd elem van. A g-Sylowok szama tehat nem lehet p-nél tobb, hiszen akkor tobb, mint p(g—1) darab
g-adrendd, legalabb p—1 p-edrendd elem és egy egységelem lenne G-ben, ami 6sszesen tobb, mint pgr elem. Ha
viszont legfeljebb p (<g+1) g-Sylow van, akkor csak egy lehet 6.8.7 miatt, az tehat normaloszt6. G>Qw>1 faktorai
feloldhatoak, igy G is feloldhato.

Megjegyzés: tudjuk, hogy a p",p"q,p>q°,pqr rendd csoportok feloldhatoak. Ebb6l megéllapithatjuk, hogy
minden 60-nél kisebb rendd csoport feloldhaté. Ennél tobbet furcsa is lenne tudni, hiszen A; rendje 60.

6.16.9 Allitas: ha G rendje 4-p", akkor feloldhat6. A p-Sylow indexe ugyanis 4, azaz a mellékosztélyai szerinti
reprezentaci6 egy m: G—S, homomorfizmus. Ennek a magja nem lehet {1}, mert |G|>4-3°>24=S,. G>Kern>1
faktorai feloldhatéak, igy G is.

6.16.10 Allitas: ha G rendje 120, akkor G nem egyszerd.

Bizonyitas: tegyiik fel indirekt médon, hogy G egyszerd. 6.8.6 és 6.8.7 miatt |Syls(G)| csak 1 vagy 6 lehet, az
els6 eset ellentmond az indirekt feltevésnek. Tehdt SeSyls(G)-re |G:Ng(S)|=6. Reprezentdljuk G-t Ng(S)
mellékosztalyai szerint. G—Gy<S, izomorfizmust kapunk, mert G egyszerd. Ha GyZA,, akkor GyNA<G,, ami
ellentmond az indirekt feltevésnek ( S, egy legalabb haromelemi részcsoportjdban mindig van nem identikus paros
permutacio, igy GyNAg>{1}). Eszerint taldltunk a 360 elemi A¢-ban egy 3 indexd részcsoportot, Gy-t.
Reprezentélva Ag-ot G, szerint egy Ags=>A<S; izomorfizmust kapunk, csak sajnos |A6| = | S3| 60, }. G tehat nem
lehet egyszerd.

6.17 Véges Abel-csoportok alaptétele

6.17.1 Tétel: ha G véges Abel p-csoport, akkor ciklikus csoportok direkt szorzata.

(A bizonyitasndl az additiv jellésmodot fogom hasznélni, azaz a mitvelet az 6sszeaddas, a neutralis elem a 0,
hatvanyozas helyett egészekkel szorzunk és a direkt szorzatot a direkt dsszeg - jelolése @- helyettesiti.)

Bizonyitas: legyen G rendje p", a legnagyobb A-beli elemrend pk és o(u)=pk. Legyen B egy olyan részcsoport
G-ben, amelynek A=(a)-val vett metszete {0} és erre a tulajdonségra nézve maximalis, azaz barmely beG~B-re
(B,b)NA>{0}. (Ilyen van, mert {0} rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal, tehat a megfelel6 részcsoportok egy nem
tires véges halmazt alkotnak.) Azt allitjuk, hogy G=A®B. Mivel minden részcsoport normalosztd, ehhez elég
G=A+B.

7 3xeG~(A+B). Ekkor xy=(A+B)+x rendje G/(A+B)-ben p-hatvany, mert a faktorcsoport is p-csoport.
1<o(xyp)<olx)<o(a)  miatt olxp)=p” : 1<r<k. Ekkor  y=p" “x-re  ye(A+B),p-ye(A+B). Legyen
p-y=la+b : 1€Z,beB, igy 0=p‘y=p" 'l-a+p*'b = Asp" 'I-a=(-p" ")beB. Mindkét oldal 0 kell legyen, azaz
pk|pk’1l és pkfl-b=0. frjuk fel It I=pm : meZ alakba, ekkor p-y=pm-a+b. Legyen z=y—m-a, igy ze(A+B) és
pz=py—-pm-a=b. B maximalitisa miatt 3b*+r-ze((B,z)NA~{0}) : b*eB,reZ . Irjuk fel ezt az elemet
b*+r-z=ta : teZ alakban is. t-agB = rz¢B = p{r. Tehat p és r relativ primek, azaz Ju,veZ: pu+rv=1. Eszerint
z=(pu+rv)z=u-b+v(t-a~b*)e(A+B), ami zg AB miatt }, tehat G=A®B=Z «®B. Alkalmazva az indukciés feltevést a
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G-nél kisebb p-hatvany rendd B Abel-csoportra az el6all ciklikus csoportok direkt Osszegeként, igy persze
G=Z,k®B is.
P

6.17.2 Tétel: ha az A véges Abel-csoport rendje |A|=n=[I_,p/, akkor A=[[;;P;, ahol P; egy p rendd
Abel-csoport.

Bizonyitas: legyen P,eSyl, (A). Azt akarjuk belatni, hogy Pf=(Pj|j#i) jeloléssel PiNP;={1}. Ehhez elég, hogy

P} -ban nincsen p; rendd elem. Tudjuk, hogy P;=P,P,...P; 1P;,;...P,. Az 1. izomorfizmus-tételbdl tetszéleges M,N
normalosztokra |MN|-|MNN|= azaz |MN| osztia |M|-|N|-t. Ezt (s—2)-szer alkalmazva |P}| osztja
i |P |=( [1.ip{%)-t, igy nem oszthato p; -Vel Ezért nem is lehet p;-edrendd eleme, ezzel P,NP;={1}-t belattuk.

(Mésképp: P;i=P,P,...P, 1P;,,...P, egy tetszoleges eleme x=[J; : xjeP;. Ezt az m= H,¢]p] -edik hatvanyra

I¢] ]

emelve 1-et kapunk, hiszen olx; HP]| =p/’ = olx)|m = x/"=1 miatt x"=[I,;x"=I1;,;1=1. Azaz P; minden x

elemének rendje osztja m-et, igy relativ prim p,-—hez. Specmhsan x nem lehet eleme P;~{1}-nek.)

Ekkor a P,P,...P, komplexusszorzat egyben a P;-k direkt szorzata is. Akkor pedig [I;.,p/" eleme van, tehat
lefedi A-t. Ezzel az allitast belattuk.

6.17.3 Lemma: legyen I véges indexhalmaz. Jelslje f,(G) tetszleges G csoportra és neN-re azon G-beli elemek
szamét, melyek rendje osztja n-t, azaz |{geG|g"=1}|. Ekkor f,([T;c;G;)=I1;ct £,(G)).

Bizonyitas: jelolie a direkt szorzatot D. f,(D)=|{deD|d"=1}|=|{deD|d minden x; koordinatajéra x/'=1}|. Ez
éppen |I1.{x;€G;: x/'=1}| (1 itt a halmazok direkt szorzatét jeléli) Tudjuk hogy halmazok direkt szorzatdnak
elemszama az elemszamok szorzata, tehat f,(D)=[1; |{xie G;: x/ 1}| el

7z

6.17.4 Véges Abel-csoportok alaptétele: minden A véges Abel-csoport el6all primhatvany rendd ciklikus
csoportok direkt szorzataként és ez a feliras a tényezdék sorrendjétdl eltekintve egyértelmd.

Bizonyitas: alkalmazzuk 6.17.2-t A-ra, majd 6.17.1-t a kapott P; tényezékre. Igy megkapjuk az éllitas els6 felét.
Legyen most [[;.;A;=A olyan direkt szorzat, ahol a tényezdk primhatvany rendd ciklikus csoportok. A lemma
szerint tetszéleges p primre és keN kitevére fxA)=Il;f,{A;). Lathat6, hogy fpk(A,»)=min(pk,p’") ha A; egy p"
rendd ciklikus Csoport és1, ha q’ rendd valamely g#p primre.

Legyen g, ;= fk A —H,dfk - Ha |A;| nem oszthat6 p*-al, akkor fHA)=f-1(A)) és az i-edik tényezS 1. Ha
oszthat6 vele, akkor ff; A —p’i: =p. Tehat g, ,=p™*, ahol s, éppen az olyan A; tényezdk szama, melyek rendjét

osztja p*-al. Az p* rendd tényez6k szama, s, ;—s, 1, egyértelmien meghatarozhat6 A-bol. Tehdt A minden - a
feltételeknek megfelel6 - direkt szorzat el6allitisaban minden p primre és keN kitevére s, —s, -, darab Z
tényez6 van. A felirds tehat egyértelmd.

6.17.5 Kovetkezmény: G pontosan akkor p" rendd Abel-csoport, ha G=Z,uxZ,kx...xZ,k, ahol Sik=n. Az
ilyen csoportok szama tehét n particidinak szama, ezt szokas p(n)-el jeldIni.

6.18 Végtelen Abel-csoportok. Oszthato csoport

6.18.1 Definicié: a G végtelen csoport torziémentes, ha minden 1-t6l kiilonb6zé eleme végtelen rendd.
Torziécsoport, ha minden eleme véges rendd.

6.18.2 Definicié: legyen A végtelen Abel-csoport. A torziérészcsoportia T= {aeA| (a)<oco}. Ez valoban
részcsoport, mert ha a,beT, akkor a"=1 és b"=1. Ekkor (ab™')""'=(a")"(b"")"=1, azaz TT '<T.

6.18.3 Allitas: ha A torziérészcsoportja T, akkor A/T torziémentes.
Bizonyitas: ha valamely Tx mellékosztaly rendje véges, azaz Tx"=T, tehat x"eT = (x")"=1 = xeT = Tx=T.

Az Abel-csoportokra a jovében az additiv jelolést hasznaljuk, azaz a mtvelet +:(a,b)—a+b; a neutralis elem 0;
a inverze —a. Az a csoportelemre és keZ-re értelmezziik k-a-t, ez k=0-ra 0, keZ" -ra (k—1)-a+a, keZ~ esetén
(k+1)a+(—a). A direkt szorzatot direkt 6sszegnek mondjuk és A;®A,-vel illetve @, A, -val jeloljiik.

6.18.4 Jelolés: az A végtelen Abel-csoportra A,={xeA|3keN: p*-x=0}.

6.18.5 Allitas: ha A torzidcsoport, akkor el6all A=® pprim A, alakban.
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Bizonyitas: nyilvain xeA, < olx) p-hatvany (1=p"-t is beleértve). Ha xe(Aq|qep’>, akkor elsall ¥i_,ny;
alakban, ahol x;€A,, azaz qf"x,:O. Legyen m=H}=1 qjkf. Ekkor mxl:(sziq]kf)-(qf’-xi)ZO, azaz mx=y._,nmx,;=0. Tehat
ox) osztja m-et. Mivel m minden q primtényezdjére gep’, p{m = pfolx). Tehat (A,|qep’)-ben nincs valédi
p-hatvéany rendd elem, azaz A,N(A,|qep’)={0}. Igy (A,|p prim)=@, ,;n A,. Mar csak azt kell belatnunk, hogy
acA elGall ¥!_,nx; alakban, ahol x;€A,,. Legyen o(a)=n=Zf:1p/kf és ni=H].¢ip/kf. Az {n;|1<i<s} szamok legnagyobb
kozos osztéja 1, tehat megfelel6 {v;cZ|1<i<s} egyiitthatokkal ¥  vm;=1. Ekkor x=¥}_,v,(n;a). Azt allifuk, hogy
n;acA,,. Valoban, pli(n;a)=na=0. Ez tehat éppen a keresett felirés.

Kovetkezmény: (Q,+)/7z~ D, prim (Q/Z),= @, prim Zy
6.18.6 Definicié: legyen A Abel-csoport, aeA,neZ" . Ha IxeA: nx=a, akkor a oszthat6 n-el, jelolése n|a.
6.18.7 Definici6: (D, +) oszthat6 csoport, ha VYxeD,neZ": n|x.Ilyen pl. (@, +) és (R, +).

6.18.8 Allitas: ha A Abel-csoport, acA,ola)=n<co és p egy n-t nem oszt6 prim, akkor p | a. Val6ban, feltételeink
szerint a px=1 (mod n) lineéris kongruencia megoldhato, ekkor p-(xa)=(1+tn)-a=a.

6.18.9 Allitas: ha A Abel-csoportban VacA elemre és p primre p|a, akkor A oszthaté csoport.

Bizonyitas: legyen n=[1._,p;, ahol ezek nem feltétleniil kiilsnb6z6 primek. Legyen ay=a és a;,; egy megoldasa
a pix=a; egyenletnek, ha 0<i<k. Feltételeink szerint g, 1étezik, ekkor n-g,=a.

6.18.10 Kévetkezmény: Z,~ minden p primre oszthato, hiszen tetszleges aeZ,~-re p |a ({a)=Z,<Z
belefoglalhat6 egy Z,k1<Z,=-be és ott xp=a megoldhato), gep’-re pedig 6.18.8 szerint q |a.

6.18.11 Megjegyzés: oszthaté6 csoportok direkt Osszege oszthaté, hiszen xn=a-t megoldhatjuk
koordinatanként.

6.18.12 Tétel: minden D oszthat6 csoport elGall Q-val és Z,- -el izomorf csoportok direkt 6sszegeként. Ebb6l
csak annyit latunk be, hogy minden ilyen alakti csoport oszthat6, mert ez a fenti megjegyzés trividlis
kovetkezménye.

6.18.13 Tétel: ha D oszthat6 részcsoport az A Abel-csoportban, akkor IM<A: A=D®M.

Bizonyitas: legyen XSP(A) azon H részcsoportok halmaza, melyekre DNH={1}. Minden X-beli L lanc uniéja is
részcsoport. Ugyanis x,yelU=UL esetén 3IH',H"eL:(xeH ésyeH"). H-nak a bdvebbet valasztva
xy 'eHH '=HcU, azaz UU 'cU, U valéban részcsoport és (UL)ND=Uy,, (HND)={1}. A Zorn-lemma szerint
L-ben van maximalis elem - legyen M ilyen. Azt akarjuk belatni, hogy A=D®M.

1 x,€A~(D+M). M maximalitisa miatt Id;eDN{M,x,)~{0}. Ekkor d; elall d,=m;+kx; : myeM,k,eZ
alakban. Persze k;#0, hiszen d,gDNM, amib6l d,#m,. Mivel D oszthat6 és d,eD, alkalmas dieD elemre d,=k;d;,
azaz my=ky-(dj—xq).

Jelolje (d;—x;)-et x,. Mivel dieD és xg(D+M), x,2(D+M). Ismét M maximalitdsa 3d,e DN (M, x,)~{0}. Ez elsall
dy=my+kyx, : myeM, k,eZ alakban. Ez a felirds valaszthaté dgy, hogy 0<k,< |k1| legyen, mert kyx,=meM.
Legyen ismét dyeD olyan, hogy d,=k,d5 ésjeldlje (dy—x,)-t x3. Ekkor kyx;=m,eM, x3¢(D+M) lesz. Folytassuk ezt az
algoritmust. Ekkor a (k;)i, pozitiv egész szamok szigortian monoton cskkend sorozatot alkotnak, §.

Igy hat A=D+M. M vélasztasa szerint DNM={0}, azaz A=D@M, mint azt bizonyitani akartuk.

6.18.14 Definicio: legyen A Abel-csoport. Ekkor exp(A) az A-ban el6fordulé elemrendek legkisebb kozos
tobbszorose, amennyiben ez létezik és 0o, ha nem. Nyilvan exp(A)<oco <> {o(a)|acA} korlatos.

6.18.15 Tétel: exp(A)<co < (A=®,,Z, és {n,| eI} korlatos). EbbSl « trivialis, = meg nem.

6.19 Szabadcsoport, Dyck-tétel

6.19.1 Definici6é: szabad Abel-csoportnak hivunk egy olyan csoportot, amely el6all @ ,.Z, alakban.
Specialisan FA,=®:1 Zq,. ®,enZoo-t FAw, @ ye1Zo-t pedig FAjy) jeloli.

6.19.2 Allitas: ha k,x kiilonbozé szamossagok, akkor FA,#FA,.
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Bizonyitas: azt allitjuk, hogy FA, minden generatorrendszere legaldbb k szamossagut. Tekintsiik FA, -t mint a
V=0,,(R,+) (diszkrét) direkt Osszeg egész koordinataju elemeinek additiv csoportjat. Legyen X ennek egy
generatorrendszere. Vegyiik észre, hogy V k dimenziés val6s vektortér, amelyet (linearis kombinaciéval) general
FA,. Feltevésuink szerint FA, -t (0sszeaddassal, azaz linedris kombindciéval is) generédlja X. Tehat V-t generalja X,
kovetkezésképp |X|>dim(V)=x.

Masrészt FA,-nak nyilvan van k elemd generatorrendszere, tehat k éppen a legkisebb olyan szamossag,
amekkora komplexussal mér generalhat6. Ez FA, -ra x#«k, tehét a két csoport nem lehet izomorf.

6.19.3 Definicié: vegytiink n darab bettt, legyenek ezek ay,a,,...,a,. Legyen F, az ezekbdl és a; Vayt,..,a, -bol
alkotott olyan véges (legalabb 0) hosszti szavak halmaza melyekben nem szerepel egymas mellett a; és a;'. A
mivelet legyen a kovetkezs: két sz6t igy szorzunk Ossze, hogy egymads utan irjuk 6ket és mindaddig, amig van
szomszédos a; és a; ', egy ilyen pért letorliink. Ez id6vel véget ér, legfeljebb elfogynak a bettk és 0 hossza sz6t
kapunk. Konnyen lathato, hogy F, zart a szorzasra, egysége a 0 hosszu sz6 - jelolése 1 - és minden elemének van
inverze (megforditjuk és minden betdjét invertéljuk). Tetsz6leges H halmazra F(H) betti H elemei (és formalis
inverzeik), innen a definici6 ugyanaz. Ha csak izomorfia erejéig akarjuk megadni, akkor hasznélhatjuk az F
jelolést, hiszen ha HyH', akkor y izomorfizmust indukal F(H) és F(H') kozott. F,, alatt Fy -t értjiik. Ha
y:H—H' injekci6, akkor nyilvan F(H)~F(Hy)<F(H'), azaz |H|<|H'| = Fiu/<Fly|-

6.19.4 Nielsen-Freier tétel: szabadcsoport minden részcsoportja is szabadcsoport.

Megjegyzés: konnyen ellendrizhetSen |F,|=|F.,|=N,. (Nagyobb szdmossigokra |F,|=x).

6.19.5 Allitas: F/F/~FA, (bizonyitas a Dyck-tétel utan).

6.19.6 Kovetkezmény: ha «, x kiilonboz6 szamossagok, akkor F#F, hiszen F/F,~FA,#FA,~E/F,.
Megjegyzés: F,.={a",b,a 'ba,a ’ba’,...,a" "b""Y<(a,b)=F, és Foo={{a "ba"|neZ})<(a,b)~F,.

Tegytik fel, hogy szeretnénk a szabadcsoportokban tovabbi egyszerdsitési lehetSségeket megengedni a trividlis
a;a; =1 mellett. Példdul valami miatt szimpatikus lenne, ha az F,={a,b) csoportban a"=1,b’=1 és b 'ab=a""
lenne. Altalanosabban: szeretnénk ha a Kz{wa(a,b)|orel} szavak mind 1-el lennének egyenlSek valamilyen I
indexhalmazra. Persze 1-ek szorzata és minden konjugéltja is 1 kell legyen. Az tehat elvarhato, hogy a K éaltal
generalt normaloszt6 elemeit a jovében 1-nek tekintsiik. Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy vessziik az F,|=F 2/ (K)"
faktorcsoportot. Ha meg tudtuk volna pontosan fogalmazni, mit akarunk, akkor lathatnidnk, hogy tényleg azt
kaptuk: mindazon szavakat, melyeket 1-nek akartunk nevezni, a faktorcsoport egységébe képeztiik le és azok az
elemek, melyeknek a legcsekélyebb esélyiik is megvolt arra, hogy ne az egységbe menjenek, nem tették. Igy hat

6.19.7 Definicié: ha {w,|acl} olyan kifejezések, melyek rendre az F(H)-beli x, és y, elemek egyenléségét
mondjak ki (pl. b 'ab=a""), akkor (H|{w,|acl}) az F(H)/N faktorcsoportot jelsli, ahol N=({xa-y;1|ael}>F<H>,
azaz az x,-y, elemek 4ltal generalt normaloszt6. (Ebben az acH-hoz tartozé mellékosztélyt kényelmi okokbol
a*=1,b=1,b""ab=a)=73 .

tovabbra is a-val fogjuk jelslni.) Példaul (a,b

6.19.8 Dyck-tétel: tegyiik fel, hogy G csoportot generdlja a K komplexus és G-ben teljesiilnek a K elemeire
vonatkozé w,: x,=y, egyenlGségek, azaz ea=y;1xa jeloléssel Vael:eg,=1. Ekkor G homomorf képe
G*=(K|{w,| aI}) -nek. Specidlisan ha G=(gy,£,,...,£,) és G-ben teljestil wy(g,...,,), wa(g1,-..), ..., wxlg1,...), akkor G
homomorf képe (g1, ...,8,| @y, ..., w) -nak.

Bizonyitas: legyen az {w,|acl} egyenldségek altal F=F(K)-ban megadott - azaz (g,|acl) 4ltal generalt -
norméloszté N. Rendelje ¢: F—G az F-et general6 K elemeihez a G-t generalé K megfelelS elemeit, inverzeikhez a
megfelelS inverzeket. Ezutan F egy tetszSleges x elemét irjuk fel bettinként és minden f betd helyére irjuk be Bo-t.
A kapott G-beli elem legyen x¢. Ekkor ¢ trividlisan homomorfizmus lesz. Legyen ennek a magja N'. (Ez bizonyos
értelemben az Osszes y 'xeF szavak halmaza, amelyekre G-ben w:x=y teljesiil) Az F/N' faktorcsoportban
minden w, teljesiil, hiszen a homomorfizmus-tétel szerint G=F/N'. Ezért az {wa| acl} altal megadott normalosztod
részhalmaza N'-nek, mert {£a| acl}cN'aF. Tehat NcN' és N,N'<F. A II. izomorfizmus-tétel szerint
F/N'~(F, /N)/ (N/N), tehat F/N' éppen F/N képe a y: F/N'—(F, /N)/ (N/N) természetes homomorfizmusban.

Megjegyzés: ez a fajta feliras igen praktikus, de messze nem tokéletes. Konnyti vele megadni csoportokat, csak

oz

nehéz észrevenni, hogy mit adtunk meg. Példaul nem valami feltdng, hogy (a,b|ab’=b’a,ba’=a’b)={1}.
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Lassuk most 6.19.5 bizonyitasat:

Bizonyitas: legyen |X|=«x,G=F(X) és H=FA(X) (ez az X elemei altal generdlt Z.-ek direkt szorzata).
Tekintstik az A=(X|Va,beG: ab=ba) csoportot. Itt a definici6 jelsléseivel {e}={¢, ,|a,beG}={[a,b]|a,beG}. Ez tehat
a G-beli kommutatorok halmaza, azaz a generalt normaloszté éppen G', igy definici6 szerint A=G/G’; legyen a
faktorleképezés i (ez a generatorokat (X elemeit) onmagukba képezi). Masrészt H-ban barmely két szo
felcserélhetd, tehat az osszes felsorolt relaci6 teljesiil benne, igy a Dyck -tétel szerint homomorf képe A-nak. S6t, a
bizonyitas olyan ¢: A—H homomorfizmust ad, amely a generatorokat énmagukba képezi.

Azt éllitjuk, hogy A az (xi) : xeX normélosztok belsd direkt szorzata és ezek mind Z,,-el izomorfak. Mivel
xppeH végtelen rendd, x is az kell legyen, tehat (xy)=Z,, valoban fennall. A=G/G’ miatt A kommutativ, igy
(xp)<A. Hogy egyiitt generdljak A-t, az nyilvanval, hisz mar X is generalja. Csak az van hatra, hogy
()N {yplyeX~{x})y={1}. Legyen (x)"e(yp|yeX~{x}) tetszdleges. Ekkor (xyp)'e{yp|yeX~{x})<H. Viszont a
H=FA(X)=®,x{y¥p) csoportban (xipp)N (ye|yeX~{x})={1}, tehat ez csak (xyp)"=1 esetén fordulhat els. Mivel
X-en Yy az identitas, xipp=x#1. H torziomentes, igy (xp¢)'=1 = n=0, ebb6l (xy)'=1. A vizsgalt metszet tehat {1}.
fgy A az Xyp=X elemei altal generalt szabad Abel-csoport, mint azt bizonyitani akartuk; ¢ természetesen az
identitas.

6.20 Az altalanositott kvaternidcsoport és tarsai

2n—2

a® =1,6%=a b 'ab=a""), ha n>3. gy Q=Q.

6.20.1 Definici6: az altalanositott kvaterniocsoport Q»=(a,b
6.20.2 Allitas: Q,» rendje 2".

Bizonyitas: jeldlje Qy-t G. a'b=ba™ és a'b'=b""a" miatt G barmely eleme felirasdban megtehetjiik, hogy b
hatvanyait kivissziik a balszélre és az atlépett a-hatvanyok helyére néha az inverziiket irjuk. Ily médon minden
elem felirhat6 b"-a’ alakban. Persze feltehetjiik, hogy 0<i<2 és 0<j<2""", hiszen b™" helyére PUEP helyére 1
irhaté. Igy legfeljebb 2"-féle kiilonboz6 szot kaphatunk, tehét legfeljebb ennyi eleme van G-nek. Masrészt legyen &
egy primitiv 2" '-edik egységgyok, a=(; 2)eSL(C) és  b=("}|eSLC). a rendje 2" és
be(a),azaz [(a,b)|>2". Ellendrizhets, hogy (a,b)-ben teljesiil uzn_1=l,b2=azn_2 és b 'ab=a"", tehat homomorf képe
G-nek. Igy mindkett$ koteles pontosan 2" elemd lenni és persze izomorfak is, mert a G— ({a,b) homomorfizmus
magja {1} az elemszdm miatt.

6.20.3 Allitas: pontosan két nyolcadrendd nem kommutativ csoport van, mégpedig D, és Q.

Bizonyitas: legyen |G|=8. Ha van nyolcadrendd eleme, akkor G=Z; kommutativ, érdektelen. Ha G~{1}
minden eleme masodrendd, akkor is kommutativ. Van tehat egy negyedrendd elem, a. (a) egy 2 indexd
részcsoport, tehdt norméloszt6. Legyen beG~{a). Mivel {(a) 2 indexd, b’c(a). b°c{a,a'} esetén o(b)=8 lenne,
amit mar kizartunk, azaz b’e{1,a’}. b 'abe{a) rendje azonos kell legyen a rendjével, mert ¢, automorfizmusa
G-nek. igy hat csak a vagy a~' lehetne. Az elsé esetben ab=ba, ekkor G Abel, érdektelen. Ha b’lab=a’1, akkor
G={a,b a4=1,b2=1,b_1ab=a_1>=D4 vagy G=(a,b a4=1,b2=a2,b_1ab=a_l>=Q. Ezt akartuk belatni.

6.20.4 Allitas: G/Z(G) nem lehet ciklikus csoport.

Bizonyitas: jelolje Z(G)-t C. Tegyiik fel, hogy G/C=(Ca). Ekkor (C,a). Itt a felcserélhets a generatorrendszer
minden elemével, mert azok vagy a-hatvanyok, vagy centrumelemek. C elemei szintén felcserélhetéek a
generatorrendszer minden elemével, mert C a centrum. Tehat G-t felcserélhetd elemek generaljak, igy kommutativ.
Akkor viszont G/Z(G)=1 és nem ciklikus.

6.20.5 Allitas: ha p>2 prim, akkor pontosan két p° rendd nem kommutativ csoport van.

Bizonyitas: legyen G egy p° rendd, nem kommutativ csoport. Mivel nem ciklikus, nincs p° rendd eleme. Ha
van p2 rendd, akkor kés6bb be fogjuk latni, hogy G=(a,b | a”zszzl,b_labza“p) , €z mas néven Z,xZ,2. Ha minden
elem p-edrendd, akkor legyen C=Z(G) és nézziik meg, mi lehet G/C rendje. 1 nem lehet, mert G nem Abel. p nem
lehet, mert nem ciklikus. p° nem lehet, mert véges p-csoport centruma nem {1}. Tehat |G/C|=p> és mivel nem
ciklikus, csak Z,xZ, lehet. Legyen G/C=(Ca,Cb). Ekkor a b 'ab=ceC, mert G/C Abel, azaz G'<C. Tehat G
homomorf képe a H=(a,b

a’=b"=1,a"'b 'ab=c,c"=1,ac=ca,be=cb) csoportnak. Kiszamolhato, hogy H=Z,x (prZp)
(és hogy ebbdl csak egyféle van).
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6.20.6 Tétel: ha n>4, |G|=2", G nem kommutativ és van 2"

egyike

rendd eleme, akkor az aldbbi négy csoport

(1) Dy1=(a,b azn_l=b2=l,b’lab=a’1>:Z2n—1>9<IZ2, ahol b9:a—a" (diédercsoport),

(2) Qx={(a,b aznilzl,b?':uzniz, b lab=a"") (altalanositott kvaterniécsoport),

(3) M,(2)=(a,b azn_l=b2=l,b’lab=a1+2n_2>=Z2n—1>9<IZ2, ahol b9:a'—>a1+2n_2,

(4) SD,={a,b azuilzbz:l,b_lubza_“z”iz)zZZrz—lz,ﬂZz, ahol b9:a—sa 2" (szemidiéder-csoport)

és ezek paronként nem-izomorf 2" rendd csoportok.

Bizonyitas: mint 6.20.1-nél, az (1), (2), (3) és (4) csoportok tetsz6leges eleme felirhaté b*a' alakban, ahol se{0,1}
és 0<t<2"!

és mindegyik 2" elemd. A felirt izomorfiak tehat jogosak és a négy csoport rendje valoban 2". Ha tehat G-ben

, tehat legfeljebb 2" elemtiek. A megadott szemidirekt szorzatokban teljesiilnek a megfelels feltételek

teljestil valamelyik feltételcsoport, akkor izomorf a megfelel6 csoporttal, mert homomorf képe és azonos az
elemszamuk. A szemidirekt szorzatos felirdsokbdl latszik, hogy (1), (3) és (4) paronként nem-izomorfak, (2)-ben
pedig konnyen ellenérizhetSen csak egy masodrendd elem van, teh4t nem allhat el szemidirekt szorzatként.

Legyen a egy 2"' rendd elem. Legyen beG~(a), tovabba b 'ab=a". (Ez valoban a-hatvany lesz, mert A={(a)
indexe 2 = norméloszt6.) r#1 (mod2""), mert kiilénben az {a,b} generatorrendszer elemei felcserélhetéek, G
pedig kommutativ lenne. G/A~Z, miatt b2eA = azb_?'abz:b‘l(b_lab)bzb‘l(ar)bzar2 = r?=1 (mod 2""). Eszerint

n-2

2" (r=1)(r+1). E két tényez6 egyike legfeljebb az elsé hatvanyon oszthat6 2-vel, a masik tehét legalabb 2" -vel

oszthat6. Az r£1 megkotés figyelembevételével az r=—1,r=1+2""%,r=—-1+2"" (mod 2"") esetek lehetségesek.
Legyen b*=a". Ekkor a"=b"=b""b’b=b""a"b=a", azaz @ (r-1)m=0 (mod 2" .

(1) és (2) eset: r=—1. Ezt beirva (-be —2m=0 (mod2""), ez a b*=a’=1 és b2=a”"" eseteket teszi lehet6vé; ezek
épp az (1), (2) feltételeket adjak.

(3) eset: r=1+2""2. Ezt beirva (B-be 2" *m=0 (mod 2""), azaz m=0 (mod 2). Legyen m=2m', ekkor n>4 miatt
(1+2"°) pératlan, ezért j(1+2"°)+m’'=0 (mod 2" *)-nek pontosan egy megoldasa van. c=b-a’ vélasztassal cgA,
clac=a b abal=a7-a"? ai=a"? &s P=bb ab)l=a" a2 @)= o et a szogletes zardjelben
16v6 kifejezés j valasztasa miatt oszthato 2" *-vel. Tehat G={a,c)=~M,(2).

(4) eset: r=—1+2"". @ szerint (2" *-2)-m=0 (mod2""). n>4 = 4|2"* = 4{(2"*-2) = 2" ?|m, azaz b*=a"=1
vagy b*=a” . Az elsé esetben rogton SD,-t kapjuk, a masodikban b helyett inkdbb vegytik c=ba-t, ekkor
¢ lac=a"p aba=a"?" 6s c2=babazbzb"lubazazuiz'a"“z”iz-az1, tehat G={a,c)~SD,,.

6.20.7 Tétel: ha p>2 prim, n>3, G rendje p", van egy p" ! rendd a eleme és G nem kommutativ, akkor
G=M,(p)=(a,b apuflszzl,b_labzalw'ﬁ). (Ez mellesleg Z,»-1¥Z,, ahol b9:a—a"""?. Ez valéban nem

Abel-csoport, mert n>3 miatt b9 nem az identitas.)

Bizonyitas: legyen A=(a),beG~A. Sylow I. tétele szerint A<G, azaz b 'ab=a" : 0<r<p"'. Ha r=1 lenne,
akkor az AU{b} generatorrendszer elemei felcserélhetGek lennének, tehdt G kommutativ lenne. r=0 szintén
lehetetlen, mert a°=1 nem all el6 mas elem konjugéltjaként. Eszerint 1<r<p"~".

b 'a'b=(b""aby=a", azaz teljes indukciéval b’iabi=b’l(blfiabi’l)b=b’lari_lb=ari. Mivel G/A=Z,, VxeG:x"eA,
specidlisan b’cA. A ciklikus = kommutativ = a"=b"ab’=ab"b’=a = r'=1 (mod o(a)), behelyettesitve
r"=1 (mod p"™"). Felhasznaljuk, hogy ez csak akkor lehetséges, ha r=1+kp" ">, ahol pfk.

Ekkor j megadhat6 tugy, hogy jk=1 (modp) teljesiiljon. c=b’ vélasztassal ¢ 'ac=b"ab’ —a" lesz. A kitevé

P=(1+kp" 2Y=1+jk-p" >+..=1+p" > (mod p™"), tehét ¢ lac=a"""", Jelslie (1+p" %)t h. Tekintsiikk most a (ca')
alaku elemeket. a-t egy ilyennel konjugélva (ca’) 'a(ca’)=a"'a"a'=a"-t kapunk; (ca’) hatvanyai a kovetkezok:

(Cai)2= CZ(C—laiC)aiz CZ(C—laC)iaiz C2ai<(1+h) )

i (3"l . . L 1oz n « .
A (ca')"=c"a"% ") indukciés feltevésbél a kovetkezd hatvéany:

. . . . m-17 7
(caz)"”l:(caz)‘(cal)m=(c (2 )

n1+1c—mai)'cma o 1) C111+1( i»(Z/”;lhj)z m+1‘ai<hm‘ai<(zj':1hj): 111+1'ai'(2//10h/') )

¢ "ac™)-a

Eszerint S=1+h+h>+. . .+h""" jeloléssel (ca'f=c’-a"®. Felhasznalva, hogy h=(1+p" *)=1+jp"" (modp" "),
Szp+p”’2'(0+1+2+...+(p—1))5p+p"’2-@zp (mod p"™') = a’=a" = (ca'V=c’-a"". Mivel c’cA, felirhaté6 c’=a'

alakban. G#Z,» = G#(c) = (")#A = (a"y#A = t oszthaté p-vel. Eszerint talalhaté olyan i, amelyre

n—l)
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t+i-p=0 (mod p"™"). Erre az i-re (ca')'=c"-a”=a"-a"=a"""=1. Osszefoglalva d=ca' valasztassal o '=1,d \ad=a""""

és d'=1. A Dyck-tétel szerint tehat G=(a,d) homomorf képe a nemrég definialt M,(p) csoportnak. Elemszamuk
azonos, tehat izomorfak.

6.20.8 Lemma: az 4&ltalanositott kvaterniocsoportban a szokasos jelolésekkel minden Q,~(a)-beli elem
negyedrendd. Valoban, minden ilyen elem el6all b-a™ alakban és (b-um)2=bz(b’lamb)am=bza’mam=b2=azn_2. Ismét
négyzetre emelve 1-et kapunk és ezt akartuk belatni. Ebbdl kovetkezik, hogy Q. nem all el6 szemidirekt
szorzatként, hiszen minden nem trividlis részcsoportjdban van masodrendd elem, ez pedig csak > lehet, tehat

nincs két olyan nem trivialis részcsoportja, melyek metszete {1}.

6.20.9 Lemma: ha p prim, |G|=p" és G-nek pontosan egy p rendd részcsoportja van, akkor vagy p=2 és G
altalanositott kvaternidcsoport, vagy G ciklikus.

Bizonyitas: teljes indukcio n szerint. n=1 és n=2 esetén az allitas trividlis. Tegyiik fel, hogy n>3 és kisebb n
esetén mar tudjuk az allitast. Sylow tétele miatt G-ben taldlhaté p" " rendd P részcsoport. Ebben is pontosan egy
p-edrendd részcsoport van, mert Cauchy tétele szerint legalabb egy van, tobb meg G-re tett feltevésiink szerint nem
lehet. G nem é&llhat el val6di szemidirekt szorzatként (ahol egyik tényez6 sem 1), mert barmely 1 -nél nagyobb
részcsoportjaban benne van az egyetlen Z, részcsoport, tehat barmely kett6 metszetében is.

Az indukci6s feltevésbdl P vagy ciklikus, vagy altaldnositott kvaternidcsoport. Ha tehat p>2, akkor G-ben van
p""! rendd ciklikus részcsoport, ekkor 6.20.7 szerint G vagy Abel, vagy M,(p). Mivel G nem szemidirekt szorzat,
M, (p)-t kizérhatjuk, az pedig a véges Abel-csoportok alaptételébdl kovetkezik, hogy ha egy véges Abel-csoport
nem Aall el nem trivialis direktszorzatként, akkor ciklikus.

"1 rendd ciklikus részcsoportot G-ben, akkor

Ha p=2 és G nem ciklikus, de szerencsés médon talaltunk egy 2

6.20.6 szerint G a Dy-1,Q,1,M,(2),SD,, csoportok egyike és nem szemidirekt szorzat. Tehat csak Q, lehet, ebben
=2

valoban pontosan egy mésodrendd elem van, a> . Ha G-nek nincs Zy-i-el izomorf részcsoportja, akkor az

indukcios feltétel szerint minden 2 indexd részcsoportja Q,n-1. Ha ez lehetetlen, akkor kész vagyunk.

7 G minden 2 indext részcsoportja altalanositott kvaterniécsoport.

a*=1,b*=a’,b 'ab=a"")<G és |G:Q|=2, azaz G=QUQc és
¢ 'Qc=Q. Q-ban kénnyen ellendrizhetéen hdrom negyedrendd részcsoport van: {a),(b) és {ab). A c-vel valo

Vegyiik el6szor az n=4 esetet. Ekkor Q=(a,b

konjugalas automorfizmus Q-ban, rendje pedig 2-hatvany, mert c rendje 2-hatvany. ¢, egy permutaciot indukal Q
negyedrendd részcsoportjain, ezen permutacié rendje osztja ¢, rendjét, tehat tovabbra is 2-hatvany. Igy hat nem
egy harmas ciklus, azaz van fixpontja. Szimmetriaokokbdl feltehetjiik, hogy példaul ¢ (a)c={a). Ekkor ¢. a-t {a)

', Az els6 esetben (a,c) egy nyolcadrendd

egy generatorelemébe kell vigye = vagy ¢ 'ac=a, vagy c 'ac=a
Abel-részcsoport G-ben, ami ellentmond azon feltételezésiinknek, hogy G minden 2 indexd részcsoportja Q-val
izomorf. A masodik esetben (a,cb) lesz kommutativ. Igy hat nincsen olyan 16-odrendd csoport, amelynek minden

8-adrendd részcsoportja Q.

Legyen most n>5 és tegyiik fel, hogy a 2" rendd G csoport minden 2 indexd G, részcsoportja izomorf
an—1=(a,b|uzn_2=1,b2=a2n_3,b’lub=u’1>-el. Legyen G=G,UGjc. Ekkor ¢ 'Gyc=G,, s6t ¢ '(a)c=(a), mert 6.20.8
szerint (a) az egyetlen ilyen rendd ciklikus részcsoport G;-ben. Eszerint ¢ 'ac=a’, ahol r pératlan, hiszen
¢ Naye={a). |G:G,|=2 miatt c’eG,. Ha c’c{a), akkor ¢ “ac’=a = r’=1 (mod2"?), ha pedig c’cG,~(a), akkor
el6all c¢’=a™b alakban, azaz ¢ 2ac’=b'a "aa"b=b"'ab=a"" = r*=—1 (mod 2" ?) = r*=—1 (mod 8), ami lehetetlen.
Marad a c’e{a),r*=1 (mod 2""?) eset.

Ekkor [(a,c)|=2-|¢a)|=2"", feltevéseink szerint ebbdl kovetkezik G,=(a,c)=Qy-1. S6t, ola)=7|G,| miatt
alkalmas deG,~{(c) elemre {a,c)=G,={a,d azn_2=l,d2=a2n_3,d’1ad=a’1> és ceG,~(a). Ekkor c el64ll c=a"d alakban
és ¢ lac=d 'a*aa"d=d'ad=a"'. Akkor viszont (bc)'albc)=a, tehat G;=(a,bc) kommutativ. bcg(a), mert
bceGic = beceG;2(a). Tehat G-nek van egy legalabb 2"
izomorf 2" rendd, .

rendd Abel-részcsoportja. Ebben van (Q,+1-el nem

6.20.10 Tétel: ha p prim, |G|=p" és valamely 1<k<n-re G-nek pontosan egy p" rendd részcsoportja van, akkor
vagy p=2,k=1 és G altalanositott kvaterniécsoport, vagy G ciklikus.

Bizonyitas: n szerinti indukci6 rogzitett k mellett. Kezddlépésként lassuk be az n=k+1 esetre. Legyen P<G az
egyetlen p* rendt részcsoport G-ben és xeG~P. Ha (x)<G lenne, akkor Sylow elsG tétele szerint x lefedhetd lenne
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egy p"'=p" rendd P’ részcsoporttal. xeP'~P miatt P#P', ami ellentmondas, tehat tetsz6leges ilyen x-re G=(x), G
ciklikus.

Legyen most n>k+2, P pedig az egyetlen p* rendd részcsoport. Legyen M maximélis P<M<G részcsoport.
Véges csoportban ilyen mindig van, tovabba Sylow I. tétele és n>k+1 szerint P<M. Az indukcids feltevés szerint
M vagy ciklikus, vagy altalanositott kvaterniécsoport. Ekkor M-ben pontosan egy p-edrendd részcsoport van. Ha
lenne egy masik Z, G-ben, az belefoglalhat6 lenne egy P-tdl kiilonb6zs P’ p" rendd részcsoportba, pedig ilyen
nincs a G-re tett feltevés szerint. Tehat az egész G-ben is csak egy p-edrendd részcsoport van, igy 6.20.9 szerint
ciklikus vagy altalanositott kvaterniécsoport.

Mar csak azt kell belatnunk, hogy ha G &ltalanositott kvaterniécsoport és pontosan egy 2" rendd részcsoportja
... csoportban (a’,b)=~Qy, azaz n>k>3 esetén Qu>Qy és
persze Qy>Zyk, tehat Q,:-nek egynél tobb 2" rendi részcsoportja van. Negyedrendd részcsoport Q=Qg-ban mar

van, akkor k=1. Vegyiik észre, hogy a Q+1=(a,b
harom van (Id. 6.20.8), azaz Q,:-ben is legaldbb harom van, lévén Q.,»>(Qs. Ezzel az allitast belattuk.

6.21 Transzfer. Schur- és Schur-Zassenhaus tételek

6.21.1 Definicié: legyen H<G egy n indexd részcsoport, A Abel-csoport, 9: H—A homomorfizmus. Legyenek
H mellékosztalyai Ht;, Ht,,...,Ht,. Megtehetjiik, hogy geG-vel val6 jobbrél szorzast a mellékosztalyok, specialisan
azok indexei feletti g: Ht;— Ht;, (=Ht;-g) permutacidjaként kezeljiik. Ily médon geG-nek egy S,-beli permutaciot
feleltetiink meg (ld. mellékosztaly szerinti reprezentdcié). Legyen a 9*:G—A homomorfizmus a kovetkezs:
x9*=l_[?=1(ti-x-t(;)i)9. (A TI szimbélum hasznalata megengedett, mert a tényezék az A Abel-csoport elemei.) Ezt
nevezziik transzfernek.

6.21.2 Allitas: ez egy értelmes definicio, azaz nem fiigg a t; elemek vélasztasatol és tényleg homomorfizmus.

Bizonyitas: legyen Ht,=Ht;, azaz t;=h;t;. Ekkor x9*'=H?:1(t;-x‘t(i)’xl)9=l_[?:1 hi9‘(ti-x-t(’,-)i)9‘h(§)i9. Mivel A Abel, ezt
szabadon atrendezhetjiik. Tehat x9*'=(IT/1/1:9)- ([T i) TS, (£ £5)9. A masodik szorzatban az els6 szorzat
tényezdinek inverzei szerepelnek, ez a két szorzat tehat kiejti egymast. A harmadik szorzat éppen x9*, azaz
x9"'=x9" = 9" valéban nem fiigg a t;-k vélasztasatol. Lassuk be, hogy (xy)9"=x9"y9":

-1 -1 -1 -1 -1
(o) 9 =TT (£ 2y 350 O=TTq (Bt Eiga iy J9 =TT (Bt 1) 9 Tl e (B iy )9

hiszen a szorzatok még mindig atrendezhetéek. Az els§ szorzat lathatéan x9*. A maésodik j=(i)x szerint
indexelve éppen y9*. Szép csendben felhasznaltuk, hogy (i)(xy)=((i)x)y; ez azért igaz, mert a mellékosztély szerint
reprezentdci6 is homomorfizmus.

Ha mar igy belattuk, hogy f; barhogyan vélaszthat6 a megfelel6 mellékosztalybdl, akkor megprébalunk
praktikus reprezentaléelemeket taldlni. Mint tudjuk, az xeG-vel val6é jobbrél szorzas egy permutdcié a
mellékosztalyokon. Bontsuk ezt diszjunkt ciklusokra. Legyen bel6lik k darab, az m-edik hossza legyen [,,, maga a
ciklus Hsm,Hsmx,Hsmxz,...,Hsmxl’”"l. Persze Zﬁ1=1lm=n.

' 1<i<l, . Ekkor (i)x=i+1 ha 1<i<I, és (I,)x=1. Tekintsiik most a 9*

-ot definial6 szorzat azon tényez§it, melyek az m-edik ciklusbdl szarmaznak:

Rogzitsiik most m-et és legyen t=s,x"

1 -1 1 i i+1\-1 1,-1 -1 1 -1 L, -1 L, -1
Hiﬂl(tixt(i)x‘9=(ni’21 ((Smxz)x(smxH ) )‘9)'(Smx " XSy, )‘9:(1_[1'721 (Smsm )9)‘(5"13( msm )‘9=(Sm'x msm )‘9

Az x9*-ot definidld szorzatban a ciklusok szerint csoportositva a tényezdket és beirva, amit az imént
kiszamoltunk, x9*=TT%,_, (s,x},s,')9. Ezt a felirast nevezziik 9* ,j6 felirasanak”.
6.21.3 Definicio: ha 9 a H—H/H' természetes homomorfizmus, azaz a lehet§ legnagyobb Abel-csoportba

megy, amely el6all H homomorf képeként akkor a kapott 9* transzfert 7 y-val jeldljikk és a ,transzfer H-ba”
névvel illetjiik. Ha H Abel-csoport, akkor 9 az identitas.

6.21.4 Lemma: legyen H<Z(G) és |G:H|=n.Ekkor ¢:x—x" homomorfizmus.
Bizonyitas: azt allitjuk, hogy ¢=1¢ . Tekintsiik 7 jo felirasat. (5,5, ) 9=5,x"s,', mert H Abel, igy H/H'=H.
s,xms, 'eHC Z(G)  tehat konjugélva s,-el onmagdba megy, azaz s,x"ms =g 1(s, x"s - 1)s, =x". Eszerint

k
koo il e
x1=]T¢ _ ) =x?m=tm=x" ezt akartuk belatni.
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6.21.5 Lemma: ha H<G,
és F., nem végesen generdlt.)

G:H|=n<oo és G végesen generalt, akkor H is. (|G:H|<oo sziikséges, mert F,,<F,

Bizonyitas: legyen G=(X),k=|X|. Legyenek H mellékosztélyai Ht,,Ht,,...,Ht, ahol t;=1. Legyen (i)g olyan,
hogy Ht-g=Ht;,. Ekkor t-g=hjg)-t,,, ahol hg)eH. Azt allitjuk, hogy {hx)|1<i<n,xeXUX '} generalja H-t.

7z

Legyen acH tetszéleges. Ez el6all a=aja.a;...4a; : XUX ™" alakban, ahol.

a= tl'a1ﬂ2ﬂ3 cee as=h1(a1) . t(l)ﬂl ‘Aydy...0,= hl(”l) 'h(l)al(ﬂz)t(l) az...d,=...

alﬂZ'
e =h1(ﬂ1) ‘h(l)al(HZ) ‘h(l)aluz(u3) e h(l)aluz...us_zus_l(as) : t(l)a

Mivel aeH, t,=t=1, sikeriilt a-t el6allitanunk h(x)eH : 1<i<n,xeXU X' alaka szamok szorzataként.
6.21.6 Schur tétele: ha |G: Z(G)|=n<oo, akkor |G'|<co.

Bizonyitas: jelolie Z(G)-t C. Legyenek C mellékosztalyai Cgy,Cgy,...,Cg,. Ha c,c'eC, akkor [cg; c'gj]=[g:, &,
tehat legfeljebb n” kiilonboz6 kommutator van G-ben, igy G végesen generalt. Az 1. izomorfizmus-tételbsl
G/(G'nC)=CG/c<G/C. Eszerint k=|G':G'NC|<|G:C|=n, azaz G'-ben M=G'NC véges indexd részcsoport. A
lemma szerint M végesen generalt, legyen M=(A)=(a;|1<i<m). A mésik lemma szerint ¢:x—x" homomorfizmus
G-ben és C-be képez, mert ¢=15 . Masrészt Im¢ kommutativitisa miatt Kerp>G'>M. Tehat VxeM: x"=1.
Tetszbleges xeM elGéll A-beli elemek szorzataként. A kommutativitas miatt ez atrendezheté x=[I,a-vé és a
kitev6k valaszthatoak ugy, hogy 0<o;<n legyen, hiszen @eM = a;"'=1. Ilyen szorzat &sszesen n" lehet, tehat

|M|<n™. |G'|=k-|[M|<n™", ezzel az allitast belattuk.
6.21.7 Frattini-elv: ha H<G és PeSyl,(H), akkor G=Ng(P)-H.

Bizonyitas: legyen geG tetszGleges. ¢~'Pg<H, mert H normaloszté. Igy ¢ 'Pg is p-Sylow H-ban. Sylow IL
tétele szerint el6all h™'Ph : heH alakban. Ekkor g 'Pg=h"'Ph, amib6l P-(gh™')=(gh™')-P, azaz gh 'eNg(P).
Tekintve a g=gh™"h felirdst gh 'eNg(P) és heH, azaz geNg(P)-H.

6.21.8 Definici6: K a H részcsoport komplementuma G-ben, ha K<G,HNK={1} és KH=G. (Ez utobbi 6.4.11
szerint ekvivalens HK=G-vel, tehat K komplementuma H-nak <> H komplementuma K-nak.)

6.21.9 Schur-Zassenhaus tétel: (1) ha N<G, |N | =n,
komplementuma G-ben. Ekkor G=NxH és H=G/N. (2) minden ilyen H egymas konjugaltja.

G:N | =m és m,n relativ primek, akkor N-nek létezik H

Bizonyitas: legyen el6szor N Abel.

(1) Jelolje a G/N faktorcsoportot Q. Definidljuk aeN,NgeQ-ra a™-t a¥-nek. (Ez nem fligg a reprezentans
elemtsl, mert ¢'eNg esetén g'=xg (xeN), ekkor a*¥=(x"'ax}f=a®, mert N kommutativ.) Valasszunk ki minden
xeQ-ra egy t.ex elemet. Az lenne jo, ha H0=~{tx|xe Q} részcsoport lenne G-ben, mert minden mellékosztalyban
van pontosan egy eleme, azaz HN=G és HyNN={1}. Mostantdl csak azon igyeksziink, hogy a t, elemeket ugy
valasszuk meg, hogy részcsoportot alkossanak.

Legyen O t.t,=t, c(x,y). Ekkor c(x,y)eN, hiszen t.t,exy. Tudjuk, hogy (tt,)t.=t(tt.). A bal oldalt atalakitva
txy-c(x,y)-tz=txytz‘c(x,y)tz -t kapunk. Mivel c(x,y)eN, definialtuk c(x,y)*-t és ez egyenld c(x,y)-vel. Tovabb folytatva
txytz-c(x,y)tzztxyz-c(xy,z)-c(x,y)z. A jobb oldal t,(t,t.)=tt,. cly,z)=t. clx,yz)-cly,z). Felhasznélva, hogy a két oldal
egyenls O clxy,z)-c(x,y)"=clx,yz)-cly,z) .

Legyen d(y)=Il,coclx,y). (Ezek mind az N kommutativ csoport elemei és véges sokan vannak, tehat
hasznalhatjuk a [] jelet.) Legyen y,xeQ rogzitett. Tekintsiik (-t minden egyes xe(Q-ra és szorozzuk tssze ezeket:

erQ [:](x/]// Z) : erQC(xy/Z)'erQc(xry)Z:erQC(x/yz)'nerC(y/Z) .

A z-vel konjugalas felcserélhetS a szorzassal (hiszen automorfizmus), igy a masodik szorzat ([1,.oc(x,y))* alakba
irhato. Vegyiik észre tovabba, hogy az elsé harom szorzatban c(valtozo,, valtozo,) els6 argumentuma befutja Q-t, a
masik pedig allandé. Igy ez a hdrom szorzat rendre d(z),d(y) és d(yz). Az utols6 szorzat egy konstans |Q|=m-edik
hatvénya. Egyenletiink tehét a kovetkezs alakba irhat6: d(z)-d(y)*=d(yz)-c(x,y)", atrendezve

& dlyz)=dly)-d(z)-clx,y)™ .

Mivel N rendje relativ prim m-hez, a g—g¢ " leképezés automorfizmus N-ben, igy az inverze, y is az. Legyen
ely)=d(y)p. Ekkor clx,y) " p=clx,y)p "p=clx,y) és (a°)"=(a""), tehat (d(y)’)p=(d(y)y)’. (Most épp azt lattuk be,
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hogy ¢ és ¢,:a—a" felcserélhet§ automorfizmusok, ami nyilvanval6, hiszen ¢, felcserélheté a hatvanyozassal,
azaz ' -el is, igy persze y-vel is.) Alkalmazzuk Y-t &-ra:

8 elyz)=ely)*elz)-cly, 2) .

Legyen végiil s,=t,-e(x). Persze s.ex, mert e(x)eN. Ha belatjuk, hogy az s,-ek részcsoportot alkotnak G-ben,
akkor H={s,|xcQ} megfelel komplementumnak. Ehhez elég belatni, hogy $:8,=8y,, hiszen akkor ¢:x—>s,
izomorfizmus, tehat a képe csoport. (J és [J felhasznaldsaval:

8.5, =t elx) t,ely)=t.t, (t;le(x)ty)-e(y) =ty clx, y)-elx)¥-ely)== by clx, y)-elx) ely)=t,, elxy)=s,,,
kész vagyunk.

(2) Legyen H és H* két komplementum, azaz HN=H*N=G és HNnM=H"NM={1}. Az xeQ mellékosztily H-beli
eleme legyen s,, H*-beli eleme t,. Ekkor x+—s, és x—t, egyarant izomorfizmus. Legyen t,=s,-a(x), ekkor a(x)eN.

Ekkor s, -a(xy)=t,=t.t,=sa(x)s, aly)=ss, alx]"aly)=s,s, alx)-aly) = alxy)=a(x)-aly) . Legyen b=I1,qalx).
E-t rogzitett y mellett minden xeQ-ra sszeszorozva [1,.qalxy)=I1l,coalx)-I1,coaly), ezt - mint az (1) résznél -
atirhatjuk B b=0b"-a(y)" alakba. Megint létezik olyan i automorfizmusa N-nek, hogy (xy)"=x. c-vel jelolve by-t és
alkalmazva Y-t az elSbbi egyenletre c=(b")-aly)=c’-aly), mert (c’)"=b" miatt (b%)Y=c’. Ekkor E3-bdl

“hy s;lcflsyc=(sy)c. Eszerint H*=H°; ezt akartuk

aly)=(c"")'-c. Vegyiik észre, hogy t,=s, aly)=s,(c") -c=sy-(c’1)sy-c=s

y
belatni.

Térjiink ra arra az esetre, amikor N nem Abel. Alkalmazzunk |G| szerinti indukciét; |G|=1 esetén az allitas
igaz. n=1 trividlis, dgyhogy inkabb taldljunk egy p|n primet. Ekkor p{m, mert n és m relativ primek. Legyen
PeSyl,(N). Ekkor persze PeSyl(G), mert |G:P| osztja |G:N|=m-nek, tehat nem oszthaté p-vel. Legyen
C=Z(P),L=N¢(P) és M=N(C). 6.7.3 alapjan C nem egyelemt. C_3 P<L = C<L = L<Ng(C)=M.

Syl,(N)< Syl,(G), hiszen p ugyanazon a hatvanyon osztja N és G rendjét. Masrészt Syl,(N) egy elemének minden
G-beli konjugaltjat is fedi N, mert norméloszté. Igy Syl(G) minden eleme eldall, kovetkezésképp Syl (N)=SyL,(G).
A Frattini-elv szerint N<G, PeSyl,(G)=Syl,(N)-bél kovetkezik G=Ng(P)-N, azaz G=L-N<M-N. Legyen N;=NNM.
Az 1. izomorfizmus-tételbsl M/MAN=MN/N, tehat |M:N;|=|G:N|=m.

N; rendje osztja N rendjét, tehat relativ prim m-hez. C<N;, mert C<P<N és C<Ng(C)=M. Eszerint M, C,N;-re
alkalmazhatjuk a II.  izomorfizmus-tételt, mely szerint N;/C<M/C ¢és |M/C:Ny/C|=|M/N,|=m.
|IM/c|<|G/c|<|G|, mert C nem egyelemd. Igy hat alkalmazhatjuk az indukciés feltevést N;/C<M/C-re. Azt
kapjuk, hogy az alkalmas Y<M/C részcsoportra Y-(Ni/C)=M/C és YN(N;/C)={1}. Véve ezutin a y: M—M/C

természetes  homomorfizmus  szerinti  teljes  inverz  képet azt  kapjuk, hogy X=Y""re
X-N;=(Y- (Nl/c))"’fl: (M/C)"’fl:M XNN;=(YN (Nl/c))"rl: {1}"’71=Ker Y=C. Az L. izomorfizmus-tételbdl

M/N,=XNy/N,=X/XnN,=X/C, azaz |X:C|=|M:N;|=m.

Tehat C egy m indexd, m-hez relativ prim rendd kommutativ részcsoport X-ben. Az el6z6 rész szerint van olyan
H részcsoport X-ben, melyre HNC={1} és |H|=m. HCM, X és a metszet asszociativitdsanak felhasznalasaval:

HNN=(HNM)NN=HN(MNN)=(HNX)NN;=HN(XNN;)=HNC={1}. Az elemszamok miatt HN=G. Tehat H
komplementuma N-nek. (2)-t a masodik esetben nem latjuk be. (A bizonyitas nagyjabol igy megy: ha N vagy G/N

feloldhato, akkor minden komplementum konjugalt. Ha (n,m)=1, akkor N és G/N valamelyike paratlan rendd és a
Feit-Thompson tétel szerint feloldhato.)
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