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7. Gytdridk

7.1 Alapfogalmak

7.1.1 Definici6: az (R, +,-) struktara gydrd, ha (R, +) Abel-csoport, (R,-) félcsoport és a szorzés jobbrol és
balrdl egyarant disztributiv az 6sszeadasra nézve. (Ez azt jelenti, hogy a gytrd valamely elemével - jobbrol vagy
balrol valé - szorzés az additiv csoport - (R, +) - csoport egy endomorfizmusa.) Osszefoglalva:

(R1) +: RxR—R (R6) -: RxR—R

(R2) Va,b,ceR: a+(b+c)=(a+b)+c (R7) Va,b,ceR:a-(b-c)=(a-b)-c
(R3) Va,beR:a+b=b+a

(R4) 30eR:VaeR: a+0=a

(R5) VaeR:3(—a)eR: a+(—a)=0

(R8) Va,b,ceR: a-(b+c)=a-b+a-c (R9) Va,b,ceR: (a+b)-c=a-c+b-c

Az additiv csoport egységelemét a gytirt nullelemének nevezziik és 0-val jeloljik. Egy a elem ellentettje az
additiv inverze, jele —a. a+(-b)-t (a—b)-vel jeldljiik és a két elem kiilonbségének nevezziik. A gytrd egységeleme -
ha van - (R, -) egységeleme, jele 1. Baloldali ill. jobboldali egységelem névvel a multiplikativ félcsoport megfelelé
elemeit illetjiik. Amennyiben (R, -) kommutativ ill. egységelemes félcsoport, akkor R egységelemes ill. kommutativ

gytrd. Trividlis gytrinek az egyelemd gytrit nevezziik. Mivel az allitdsok vagy trividlisan igazak ra, vagy
trividlisan nem, ezzel a gytrtvel a tovabbiakban nem foglalkozunk.

A 0 minden tobbszorose is 0, hiszen VreR: O-r=0-r+r-r—r'r=(O+r)r—r2=r2—r2=0 és hasonléan r-0=0. Eszerint
ha egy R gytrtben a 0 jobb- vagy baloldali egységelem, akkor minden r elemre r=r-0=0 ill. ¥=0-r=0, tehat R a
trivialis gytrd.

7.1.2 Definicié: az R gytrd a eleme bal- illetve jobboldali nulloszté, ha R valamely 0-tél kiilonb6z6 x elemére

ax=0 ill. xa=0. Az R gytrd nullosztomentes, ha egyetlen nullosztdja a 0, azaz (a#0,b#0) = ab#0. Ez ekvivalens
azzal, hogy (ab=0,a#0) = b=0.

7.1.3 Definicié: az R egységelemes gylird u eleme egység, ha valamely veR-re uv=ovu=1. Ezek csoportot
alkotnak a szorzésra nézve, jele U(R).

Megjegyzés: ha u-nak van balinverze, akkor nem balnulloszté. Ugyanis a balinverzet v-vel jelolve
uelU(R),ux=0 esetén x=(vu)x=0v-0=0. Hasonléan egy jobbinverzzel rendelkez6 elem nem jobbnulloszto.
Speciélisan U(R)-ben nincs nulloszto.

Megjegyzés: az el6z6 definicioban fontos kikotni, hogy v kétoldali inverz legyen, mert megeshet egy
egységelemes gytrd elemével, hogy csak féloldali inverze van. Pl. ha V egy K feletti, megszamlédlhat6 dimenzids
vektortér, akkor V endomorfizmusai gytrdt alkotnak (Id. 7.2.8). Rendelje az (a,a,,4;,...) vektorhoz a ¢ leképezés
(0,ay,a5,a5,...)-t, Y pedig (ay,a3,a,...)-t. Ekkor ¢y az identitds, de y-nek nincs jobboldali inverze, hiszen Imy=V,
¢-nek pedig nincs baloldali inverze, hiszen Ker¢#{0}. S6t, n-vel jelolve az elsé koordinata-fiiggvényt ¢n=mp=0,

azaz ¢ baloldali, ¥ jobboldali nulloszté.

7.1.4 Definicié: az R gytrd ferde test, ha R egységelemes és minden elemének van a szorzasra nézve inverze,
azaz ha mul (R)=(R~{0},-) csoportot alkot. Ha ez a csoport kommutativ, akkor R (kommutativ) test.

7.1.5 Definicié: R, részgytrtje az R gytrtnek, ha (1) mint halmaz részhalmaza R-nek és (2) gydrdt alkot az
R-beli miveletekre nézve. Jelolése R;<R.

Azt allitjuk, hogy egy gytrd valamely H részhalmaza pontosan akkor zart az 6sszedasra és az ellentettképzésre,
ha barmely két elemének kiilonbségét is tartalmazza. Az (a—b)=a+(-b)definiciébol az egyik irany kovetkezik. H=0
esetén a masik irany is trivialis, legyen tehat acH. A masodik feltételt alkalmazva az a,a szdmparra kapjuk, hogy
0cH, majd tetszéleges beH esetén a 0,b parral (-bjeH és végiil tetszGleges b,ceH parra b,(—c)
behelyettesitésével b+ceH, ezzel a masik iranyt is belattuk.
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7.1.6 Allitas: ha 7.1.5.1 teljestil, akkor 7.1.5.2-vel ekvivalens, hogy (2a) R; nem tires, zart az R-beli mtveletekre
és minden elemének ellentettjét is tartalmazza (azaz zart a szorzasra és a kivondsra).

Ugyanis ha R; részgytrd, akkor nem lehet tires (nincs 0 elemd gydrd) és definicié szerint zart a muveletekre.
Ha pedig (2a) teljesiil, akkor JaeR,. Ezért 0=(a—a)eR; és ez valoban nulleleme R;-nek. Eszerint R; elemeinek van
R;-ben ellentettje R; nulleleme szerint, mégpedig az R-beli ellentettjiik, igy (R4) és (R5) teljesiil R;-re. Az
{(Ri)|ie{2,3,7,8,9}} miveleti szabalyok atsroklsdnek, (R1)-et és (R6)-ot pedig kikotsttiik. Tehat R, valoban gytrd
lesz, allitasunknak megfelelGen.

Az imént azt is belattuk, hogy a tobbi feltétel teljestilése esetén R; pontosan akkor nem iires, ha 0eR;. Tehat:

7.1.7 Allitas: R;<R pontosan akkor teljesiil, ha (1) 0eR;R és (2) R, zart a kivonasra és a szorzésra.
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7.1.8 Allitas: részgytrik tetszéleges metszete részgytrd. (Ellendrizziik az el6z6 allitas feltételeit!)

7.1.9 Definicié: az R gydrd egy X részhalmaza altal generalt részgydrd az X-et tartalmazé részgytrtk
metszete, jelolése (X). A fenti allitds szerint XS (X)<R és nyilvan ez a legsziikebb ilyen részgytrd. Ez nyilvan
megegyezik az X elemeibdl a kivonds és szorzas muveletekkel véges sok lépésben megkaphat6 elemek halmaza,
azaz a disztributivitas figyelembevételével {3, (+T% x,;)|[neN,s,eZ”, x, ;€X}. (Az tires dsszeg definicié szerint
0.)
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7.2 Példak, konstrukcidk gytdriikre

Egységelemes, nullosztémentes, kommutativ gytird az egész szamok halmaza a szokdsos mitiveletekkel, jele Z.
Nem egységelemes pl. 2Z, a paros szamok gytrdije.

7.2.1 Definicio: tetszGleges (A,+) Abel-csoportra az A feletti zérogytrd az az (A,+,-) gytrd, ahol
Va,beA: a-b=0.

7.2.2 Definicié: legyen R tetsz6leges gytrd. Ekkor R oppozit gytrdje az az R” gytrd, amelyre (R*, +)=(R, +)
és az R -beli ‘o’ szorzas acb=b-a. Ez éltalaban nem izomorf (Id. késébb) R-el. Pl. ha az R-beli szorzas a-b:=b (ez
gydrtt ad), akkor R-ben minden elem baloldali egységelem és nincs jobboldali egységelem; R°"-ban ez pont
forditva van.

7.2.3 Definicio: tetszGleges R gytrdre M,(R) az nxn-es matrixok gydrtje (a pozicionkénti Osszeadas,
matrixszorzas mdveletekkel). n=1 esetben ez R, egyébként nem kommutativ, nem nullosztémentes. Pontosan
akkor egységelemes, ha R az volt.

7.2.4 Definicio: R[x]={2?:0uixi|neN,uieR} az R feletti polinomgytrd. Ezt lehet6leg csak egységelemes R esetén
hasznaljuk. Ha R kommutativ és/vagy nullosztomentes, akkor R[x] is az lesz. Egységeleme az azonosan 1
polinom, ha 31eR.

7.2.5 Definici6: az  xy,...,x, valtozokra R[xi,...,x,] ezen véltozok polinomjainak halmaza, azaz
r si(l) si(2)
{Zicran'

Valtozok egy X halmazara R[X] az X-beli véltozok polinomjainak halmaza. Ez éppen Uxcy, |x|enR[X]. Ha R

L |reN,s;:{1... n}—N,s;#s; ha i#j}. Ez azonos R[xy][x,]...[x,]-el és fiiggetlen az x;-k sorrendjétdl.

kommutativ és/vagy nullosztomentes, akkor R[X] is az. Ha R egységelemes, akkor R[X]-nek egységeleme az
azonosan 1 polinom.

7.2.6 Definici6: R[[x]]={3,cna,x"|a,eR} az R feletti formalis hatvanysorok gytrdje. Pontosan akkor egység-
elemes, kommutativ vagy nullosztémentes, ha R az volt.

7.2.7 Definicié: legyen d négyzetmentes, 0-tol és 1-t6l kiilonb6z6 egész szam. Ekkor Z[Vd |={a+bVdeC|a,beZ}
a ,logikus” mdveletekkel (4gy tesziink, mintha d R feletti polinomjairdl lenne sz6, csak (Vd Y helyére mindig d-t
frunk). Példaul Z[v-1]=Z[i] a Gauss-egészek gytrdije.

Megjegyzés: R[q] tetszSleges gytrd és benne nem szerepld elem esetén R g-val valo bGvitését jelenti; ebben ugy
szdmolunk, mintha g polinomjairdl lenne sz6 R felett, csak elvégezziik a lehetséges egyszertsitéseket. (Pl ha g-t egy
R feletti p polinom R-en kiviili gyokének valasztottuk, akkor p(q) tobbszoroseit 0-nak tekintjiikk. Ez erésen hasonlit
arra, ahogy kiilonbdz6 csoportokat szabadcsoportok faktorcsoportjaként adtunk meg.) R[H] jeloli azt a gytrt,
melyet tigy kapunk R-bél, hogy sorra bévitjitkk H elemeivel.
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A bévitett gytird pontosan akkor egységelemes vagy kommutativ, ha R az volt.

7.2.8 Definici6: legyen (A,+) Abel-csoport. Definidljuk A endomorfizmusai kozott az aldbbi miveleteket:
p+p:a—ap+ap, ¢ P:a—(ap)p. Konnyen ellendrizhets, hogy egységelemes gytrtt kapunk, ez A endomorfiz-
musgytrdije. Jelolése End(A)

7.2.9 Definicié: legyen R egységelemes gytrd, G csoport. Az RG csoportgytrd alaphalmaza legyen a
kovetkez: {¥i7r.g:|keN,0#reR,g:€G,g:# gj ha i#j}. Az osszeadast ugy végezziik, mintha G elemeinek R feletti
polinomjairél lenne sz6 (tehat g; egytitthatéit adjuk ossze). Szorzasnal a két 6sszeget tagonként beszorozzuk, majd
az (r;g;)(r;g;) alakt szorzatok helyére rendre (r;;)(g;g;)-t irunk és elvégezziik a szorzast a két gytrdelem ill. a két
csoportelem kozott; végil a kapott Osszeget G elemei szerint csoportositjuk. Ha R=K test, akkor KG-t
csoportalgebranak hivjuk. Fontos speciélis eset, ha |G|=n<oo; ekkor KG={¥"; a;g;| ;€ K,{g1, ..., 8.} =G}.

7.3 Ideal definicidja, alaptulajdonsagai. Faktorgytrd

7.3.1 Definicié: az R gytrd L részhalmaza balideél, ha nem {ires (ez a kovetkezé feltétel miatt ekvivalens lesz
OcL-el), barmely két elemének kiilonbségét tartalmazza és VaeL,reR:r-acL. | jobbidedl, ha teljesiti az els6 két
feltételt és Vae],reR: a-re]. Nyilvan minden bal- és jobbidedl részgydrd. IR idedl, ha jobb- és balidedl, azaz ha
(I1) OcI=R, (12) Va,bel: (a-b)el és (13) Vael,reR:r-acl,a-rel . Jelolése I<R. A bal- ill. jobbidealokat esetleg
LER,J¥R, jeloli.

7.3.2 Definici6: az R gytrd egyszerd, ha R#{0} és [<R = (I={0} vagy [=R).

7.3.3 Allitas: Balidedlok metszete balideal, jobbidedlok metszete jobbidedl, idealok metszete ideal.
(Ellendrizziik a definici6 feltételeit!)

7.3.4 Definicié: XCR esetén az X 4ltal generalt balideal / jobbideal / idedl az X-et tartalmazé ~ok metszete. Ez
valéban egy X-et tartalmazo6 ~ lesz az el6z6 allitas szerint és nyilvan ezek koziil a legszikebb. A generalt ideal
jelolése (X). A generalt bal- ill. jobbidealt végsziikség esetén (X),-vel ill. (X);-vel jeloljiik.

7.3.5 Definicié: f6idedlnak nevezziik az egy elem é&ltal generélt idealt.

Legyen most acR. Mi lesz (a),? Egy a-t tartalmazé balidealban benne kell legyen {na+r-a|neZ,reR} minden
eleme, hiszen zart a kivonasra és barmely gytrdelemmel val6 szorzasra. Szerencsére ez szemmel lathatéan egy a-t
tartalmazé balidedl, igy épp a legszikebb ilyen. Eszerint (a),={na+r-a|neZ,reR}. Hasonléan

(a)jz{na+a-r|neZ,reR}. Egységelemes gytrtben a disztributivitds miatt na=(n-1)-a=a-(n-1), igy na eléall mind r-a
, mind a-r alakban, tehat (a),={r-a|reR} és (a)j={u-r|reR} lesz.

Az a ltal generalt idedl (a)={na+ry-a+a-sy+¥, rra-s;|neZ;keN;r;, s;,eR} lesz, mert egy a-t tartalmazé idealban
minden ilyen elemnek benne kell lennie, ez pedig ideal. Ha R egységelemes, akkor az , na” tag feleslegessé valik,
tovabba ry-a=ry-a-1 és a-sy=1-a-s, miatt a masodik és harmadik tag is bevihet6 az 6sszegbe, tehat (a)={3}, ras;|...}.

Ha R kommutativ, akkor (a)=(a);=(a),, ha pedig kommutativ és egységelemes, akkor (a)=a‘R.

7.3.6 Allitas: R pontosan akkor nullosztomentes, ha az xa=b egyenletnek legfeljebb egy megolddsa van
tetsz6leges aeR~1{0},beR elemekre.

Bizonyitas: ha R nem nullosztomentes akkor 3Ja,beR~{0}: ab=0, tehat az ax=0 egyenletnek b és 0 két
kiilénbsz6 megoldasa. Ha pedig R nullosztomentes, aeR~{0},beR és ax,=ax,=b, akkor a(x;—x,)=0 miatt x;—x,=0,
tehat a két megoldas azonos.

7.3.7 Allitas: az R gytrdben xa=b pontosan akkor oldhaté meg minden acR~{0},beR esetén, ha R ferde test

Bizonyitas: ha ferdetest, akkor x=ba ' megoldas. Lassuk most a masik irdnyt, azaz legyen xa=b megoldhato,
ha b=0.

& R nullosztémentes. Ehhez tegytik fel, hogy ab=0,a#0 és lassuk be, hogy b=0. a#0 = Vx3y: ya=x, azaz
Vx: xb=yab=y-0=0, igy Ax:xb=a. A feltétel szerint tehat b=0. 7.3.6 szerint J az xa=b egyenlet megoldasa
minden aeR~{0},beR parra egyértelmd. Jelolje ezt [b/a].

Ha a,beR nemnulla elemek, akkor (a—a-[b/b])-b=ab—ab=0, igy (3 alapjan a-[b/b]=a, amibdl O miatt [a/a]=[b/b].
Eszerint értelmes definicié e:=[a/a], ahol a tetsz6leges nem 0 elem és az igy kapott e jobboldali egységelem. Ismét O
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szerint minden nem 0 elemnek van (egyértelmt) jobbinverze. Mint a csoportokrol sz616 fejezetben belattuk, ebbél
kovetkezik, hogy (R~{0},-) csoport. Ezzel az allitast belattuk.

Ha R ferde test, akkor a feltétel nyilvan teljestil.

7.3.8 Tétel: R-nek pontosan akkor nincs nem trivialis balideélja (tehat R pontosan akkor egyszerd, 1d. kés6bb),
ha R ferde test vagy primrendd zérogytrd.

Bizonyitds: <: ha R ferde test és az L balidedljara {0}#L<R, akkor 3JaeL:a#0. Tehat
LORL (komplexusszorzat) 2 Ra=R. Ha R primrendd zérégytrd, akkor még nem trivialis additiv részcsoportja
sincs.

=: ha R zérogytrd, akkor minden additiv részcsoport ideal. Ha nincs nem trivialis ideélja, akkor (R,+)
egyszerd kell legyen; ez csak Z, lehet. Marad az az eset, amikor R nem zér6gytrd.

# R nem nullosztémentes, azaz Ja=0,b#0: ab=0. Ekkor L={xeR|xb=0} balide4l R-ben. acL miatt L#{0} = L=R
, azaz Rb={0}. I={yeR|Ry={0}} ideal R-ben és bel = [#{0} = [=R. Igy az R-R komplexusszorzat {0}, tehat R
meégiscsak zérogytrd, §. R tehat nullosztomentes. Tekintsiik Ra-t, ahol a#0 tetszSleges. Ez egy balideal és nem {0},
mert R nullosztémentes és a#0. Kovetkezésképp Ra=R, tehat xa=b minden beR-re megoldhato. Teljestil 7.3.7
feltétele, igy R ferde test.

7.3.9 Allitas: ha I,J<R, akkor az altaluk generalt ideal (I,])=I+].

Bizonyitas: legyen H=I+]. 0cH, mert 0=0+0, ahol Oel és Oec]. Tetszbleges x,ycH elemek kiilonbsége
felirhat6 x-y=(a+b)—(a'-b')=(a—a')+(b-b') alakban, ahol a,a'cl;b,b'c]. Az els6 tag I-ben, a masodik J-ben van,
hiszen ideédlok, igy (x—y)eH. Tetsz6leges reR és x=a+beH : acl,be] elemekre xr=(a+b)r=ar+breH és
rx=rla+b)=ra+rbeH. Tehat H teljesiti (I1)-t, (I12)-t és (I3)-t = IUJcH<R = (I,J)JSH. Masrészt (I,]) zart kell
legyen az 6sszeaddsra és tartalmazza I-t és J-t, igy (I,])2H. Ezzel az éllitast belattuk.

Ha I és ] bal- ill. jobbideélok, akkor I+] az altaluk generalt bal- ill. jobbideal.

7.3.10 Definicié: ha I,J<R, akkor I-] ne a komplexusszorzatot jeldlje (az nem feltétleniil ideal), hanem a
komplexusszorzat altal generalt ideélt. Ez konnyen ellenérizhetSen P:{Zilea,‘bi|aiel,b»e]}. (Ennél sziikebb nem
lehet és ez szerencsére idedl. S6t, P mar akkor is idedl lesz, ha I bal-, | pedig jobbideal.)

7.3.11 Allitas: ha I,J<R, akkor I-J<In]. Ehhez elegends, hogy a komplexusszorzat minden eleme a
metszetben van. Legyen acl,be] tetszéleges. Ekkor abel, mert [ balideal és abe], mert | jobbidedl = abeln],
marpedig ab a komplexusszorzat egy tetszéleges eleme volt.

7.3.12 Definicié: legyen I<R. Ekkor az R/J faktorgytrd vagy maradékosztdly-gytrid elemei az {a+I|acR}
halmazok (ezek I mellékosztalyai az (R, +) csoportban). A mtveletek: (a+I)+(b+1):=(a+b)+I és (a+I)(b+I):=ab+1. Le
kell persze ellenérizni, hogy ez jéldefinialt (tehat a definicié nem fiigg a reprezental elemek valasztasatol) és hogy

L

a kapott struktira gyrd lesz. Tme:

Legyenek a és a' ill. b és b’ ugyanazon maradékosztalyok elemei, azaz a—a'el,b—b'el. Azt kell belatnunk, hogy
(a+b)+I=(a'+b')+I és ab+I=a'b'+I, azaz (a+b)—(a'+b)el és ab—a'b'el. Az els6 kifejezést atalakitva
(a+b)—(a'+b')=(a—a')+(b-b') két [-beli elem Osszege, tehat I-beli. A masodik ab—a'b'=(a—a')b+a'(b—1'); itt az elsS tag
azért van I-ben, mert jobbideal, a masik pedig azért, mert balidedl, igy az 6sszegtik is I-beli.

Megjegyzés: a bizonyitasbol latszik, hogy ha R nem kommutativ és I csak bal- vagy csak jobbideal, akkor a
szorzas nem feltétleniil joldefinialt. Az is latszik, hogy az (a+I), (b+I) maradékosztalyok komplexusszorzata része
(ab+1I)-nek. Viszont nem feltétleniil azonos vele (pl. ha R zérégytrd és I#1{0}, akkor nem).

7.3.13 Definicié: a ¢:R;—R, leképezés homomorfizmus, ha mdvelettart6. Ebbél kovetkezik példaul, hogy
0¢=0 és (—a)p=—ap. Viszont konnyen megeshet, hogy R, és R, is egységelemes, de 1¢#1 (Id. R—R’ injekci6). A
homomorfizmus képe In p={ap|acR,}, magja Ker p={aecR,|ap=0}. Nyilvan Im ¢<R,.

7.3.14 Definicié: a ¢:R;—R, leképezés izomorfizmus, ha homomorfimus és bijekci6, jele ¢:R;=>R,. Ha
valamely Ry, R, gytrtkhoz talalhato ilyen izomorfizmus, akkor izomorfak, jele R;~R,vagy R;=R,. Ez nyilvan
ekvivalencia-relacio.

7.3.15 Allitas: Kerp<R,. (A definici6 feltételei egyszerd szamoldssal ellenérizhetSek.)
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Az is lathato, hogy minden I ideél elGéll, mint az R— R/ természetes homomorfizmus (y;: a—a+I) magja.

7.3.16 Homomorfizmus-tétel: legyen ¢:R;— R, homomorfizmus. Ekkor Im ¢=R;/Ker¢. Az eddigi homomor-
fizmus-tételekkel gyakorlatilag azonos médon bizonyithato.

7.4 Modulus, faktormodulus

7.4.1 Definicié: M baloldali R-modulus, ha Abel-csoport valamilyen tsszeadds mtveletre, tovabba balrdl meg
tudjuk szorozni M elemeit R elemeivel, ez a szorzas mindkét tényezd szerint disztributiv a megfelelé halmazbeli
Osszedasra és asszociativ az R feletti szorzassal. Azaz

(M1) +: MxM—M (M6) -: RxM—M

(M2) Vmy,my, myeM: my+(my+mz)=(my+my)+my  (M7) Vry,rneR,meM: ry-(rym)=(rry)-m
(M3) Vmy, myeR: my+my=my+m

(M4) 30eM:VmeM: m+0=m

(M5) VmeR:3(-m)eR: m+(—m)=0

(M8) VreR,my, myeM: r-(my+my)=r-my+r-m, (M9) Vry,1meR, meM: (r+r) m=r-m+ry,m

Hasonléan definidljuk a jobboldali R-modulusokat. (Ezek nem csak neviikben kiilénboznek a baloldali
modulusoktél. Ha ugyanis az meM elemet megszorozzuk az rr, szorzattal, akkor jobboldali modulusnal az elsg,
baloldaliaknél a masodik tényezdvel kell el6szor szorozni.) Kommutativ gytrdnél a jobb - és baloldali modulusokat
felesleges megkiilonboztetni. Arra, hogy M bal- ill. jobboldali R-modulus, az M ill. My jelolésekkel utalhatunk.

Az egyszertség kedvéért (majdnem) minden &llitast, definiciét stb. baloldali modulusokra fogalmazunk meg.
Ugyanezeket el lehetne mondani jobboldali modulusokra is.

7.4.2 Definicié: az M R-modulus unitalis, ha R egységelemes és az 1-el val6 szorzas identitds M-en, azaz
VmeM:1-m=m. Ha példaul R test, akkor az R feletti unitalis modulusok a vektorterek.

7.4.3 Definicio: az R feletti M modulus N részhalmaza részmodulus, ha R-modulus az M-bd6l o6rokolt
miveletekre nézve. Ez nyilvan ekvivalens azzal, hogy (1) OeN és (2) zért az M feletti kivonasra és az R elemeivel
val6 szorzasra. Jelolése N<M.

Megjegyzés: R-t tekinthetjiikk 6nmaga feletti (bal- vagy jobboldali) modulusnak (,szabad modulus”). Ekkor a
balidealok éppen R, a jobbidedlok Ry részmodulusai.

7.4.4 Definicié: részmodulusok metszete nyilvan részmodulus. Eszerint van értelme a HC zM halmaz altal
generalt részmodulusrol beszélni: z(H)=(H)=NycnuN, a legsztikebb H-t tartalmaz6 részmodulus.

7.4.5 Definicié: legyen N< M. Ekkor az M/N faktormodulus elemei {a+M|acM}. Az osszeadés legyen az,
amit az (M, +)/(N,+) faktorcsoportbél kapunk (tehat (a+N)+(b+N):=(a+b)+N). A szorzas r-(a+N):=r-a+N. A
szokasos szamolassal belathato, hogy a szorzas joldefinialt és a kapott strukttra baloldali R-modulus.

7.4.6 Definici6: legyen L balideédl R-ben. Ekkor R/, alatt az rR/ L faktormodulust értjiik.

7.4.7 Definicié: a ¢:xM—N leképezés homomorfizmus, ha mtvelettart6. Izomorfizmus, ha még bijektiv is;
ekkor M=N. Képe Im p={mo|meM}, magja Ker p={meM|me=0}. Nyilvan Imp<N,Ker p<M.

7.4.8 Homomorfizmus-tétel: ha M és N R-modulusok, ¢ pedig egy M—N homomorfizmus, akkor
Im@=M/Ker¢. (Bizonyitasa a szokasos.) Egyben észrevehetjiik, hogy M minden M' részmodulusa el6all a
o (M—M/M'): m— (m+M') természetes homomorfizmus magjaként.

7.4.9 Izomorfizmus-tétel: egy R-modulus M,N részmodulusaira M+N/M=N/NNM. A csoportelméletnél
szerepl6hoz hasonlé médon bizonyithatoé.

7.4.10 Definici6: az M modulus egyszerd, ha M=#{0} és N<M = (N={0} vagy N=M), azaz csak trivialis
részmodulusa van.
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7.5 Modulusok, gviirik direkt 6sszege. Féligegyszerii modulusok

7.5.1 Definici6: legyenek M;,M, R-modulusok. Ezek M;®M,=M kiils6 direkt Osszegének alaphalmaza
{(a,b)|aeM1,beM2}; az Osszeadds és az reR elemmel valdé szorzds torténjék komponensenként, azaz
(a,b)+(a’,b'):=(a+a’,b+b") és r-(a,b):=(r-a,rb).

Tekintstik most az {(a,0)eM|aecM}=M,~M, és az {(0,b)eM|beM,}=M,~M, részmodulusokat M-ben. Ezek
metszete {0} (vagy - ha jobban tetszik - {(0,0)}) és egyiitt generaljak a direkt dsszeget, azaz M;+M,=M.

7.5.2 Definicio: M az M,;,M, részmodulusok belsé direkt dsszege, ha (1) MNM,={0} és (2) M;+M,=M.
Akércsak a csoportokndl, e két feltétel ekvivalens azzal, hogy M minden m eleme egyértelmden all el
m=a+b : aeM,,beM, alakban. Az egyértelmd elGallitasbdl lathaté, hogy ekkor M izomorf az M;®M, kiilsé
direkt osszeggel. (Igy hat jogosan hasznaljuk ugyanazt a jelolést a kétféle direkt osszegre.) Terjessziik ki a definiciot
tobb tagra:

7.5.3 Definicié: M bels6 direkt osszege az {M,|ael} részmodulusainak, ha (1) (M,|acl)=M és
() YV oel: M,N{M;|BeI~{a})={0} . Jelolése M= @ M,. Ez ekvivalens azzal, hogy M elemei egyértelmden allnak
el6 olyan véges 6sszegként, melynek minden tagja kiilonboz6 M, részmodulusok eleme.

A tobbtényez6s kiils6 direkt ©sszeg alaphalmaza az olyan u:I—-UM,,Va: u,eM, fliggvényekbdl all,
melyeknél véges sok o kivételével minden koordinata a megfelel6 modulus nulleleme. (Ez utobbi feltétel jelenti azt,
hogy {M,|acl} generdlja M-et.) A mtiveleteket koordindtanként végezziik. Véges I esetén ez a definicié ugyanazt
adja, mintha a @ kétvaltozos, izomorfia erejéig asszociativ és kommutativ miiveletbdl definidltuk volna.

Megjegyzés: a direkt osszeg fenti definiciéiban semmi meglepé tjdonsag nem szerepel. Az M, tényez8k direkt
Osszegét gy definidltuk, hogy mint Abel-csoportokat tekintettiik Sket, csak azt is megkoveteltiik téliik, hogy
R-modulusok legyenek.

7.5.4 Definici6: az R;,R, gytrdk R;®R,=R kiils6 direkt osszegének alaphalmaza {(a,b)|acR,beR,}, a
miuveletek a koordinidtankénti miveletek. Konnyen ellendrizhet6, hogy ez valéban gydrd lesz. Az
{(a,0)eR|aeR;}=R,=R,; és {(0,b)eR|beR,}=R,~R, idealok metszete {0} és egyiitt generéljak R-t.

7.5.5 Allitas: legyenek R, és R, idedlok R-ben, tovabba zR=p(R;)®(R,). Ekkor R~R;®R,.

Bizonyitas: a masodik feltétel szerint R minden r eleme egyértelmden &ll el6 r=a+b : aeR;,beR, alakban.
Lassuk be, hogy ¢(R—R;®R,):a+b— (a,b) izomorfizmus! Az trivialis, hogy bijekcid, igy elég, hogy mtvelettarto.
Legyen a és b két tetszbleges R-beli elem, a=a;+a,, b=b;+b, : a;,b;€Ry;a,,b,eR,.  Ekkor
(a+b)p=(ay+ay+by+by)o=((a,+b))+(ar+ by) o= (a;+ by, ay+by)=ap+bp,  tehat ¢ az  Osszeaddst  megtartja.
(ab)o=(a,b, +a,by+a,by+a,by ). Itt a;b,eR,, mert a,eR, <R, tovabba a,b,eR,, mert b,eR,<R. Viszont (R;)Nx(R,)={0},
tehat a,b,eR;NR,={0}-b8l a,b,=0. Hasonldéan a,b;=0. Ezt visszahelyettesitve: (ab)o=(a,b;+ab,)@=(a;by,a,b,)=
(a1,a,): (by, by)=aqp-be. Igy ¢ valéban homomorfizmus, az allitast belattuk.

7.5.6 Definici6: R bels6 direkt dsszege az Ry, R, idealoknak, ha R;NR,={0} és R;+R,=R.

Megjegyzés: 7.5.5 segitségével konnyen belathatd, hogy a belsé és a kiils6 direkt szorzat lényegében ugyanaz.
Definidlhatnank a tobbtényezés direkt szorzatokat is, kimondhatndnk és bebizonyithatndnk 7.5.5 tobbtényezds
valtozatat - de nem tessziik.

7.5.7 Lemma: tegyiik fel, hogy az M modulus minden részmodulusa direkt 0Osszeadandd, azaz
VN<M3IN*<M: NON*=M. Ekkor M; <M = M; minden részmodulusa direkt 6sszeadand6 M, -ben.

Bizonyitas: legyen N<M,;<M. Ekkor IN*<M: N®N*=M. Lassuk be, hogy M;=N®N™, ahol N*”=N"NM,.
Legyen meM, tetszGleges. M=N®N™™ miatt m el6all m=n+n* (neN,neN*) alakban. n*=m-n : meM;, neN<M,
miatt n*eM; = n*eM;NN*=N"". Eszerint M; minden eleme elGall egy N-beli és egy N**-beli elem tsszegeként és az
elgallitas NNN™c NNN*={0} miatt egyértelmd. Ezt akartuk belétni.

7.5.8 Lemma: ha M minden részmodulusa direkt dsszeadand6 és {0}#M;<M, akkor M;-nek van egyszerd
részmodulusa.

Bizonyitas: legyen meM;~{0}. Legyen most N egy olyan részmodulusa M, -nek, amely nem tartalmazza m-et
és erre a tulajdonsagra nézve maximalis. (Az ilyen tulajdonsagu részmodulusok H halmaza nem iires, hiszen {0}eH
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és barmely LcH lancra (UL)eH. A Zorn-lemma szerint tehat H-nak van maximalis eleme.) 7.5.7 szerint
IN*<M;: M;=N®N". Azt allitjuk, hogy N* egyszerd. 1 N*-nak van egy nem trivialis L részmodulusa. Ismét 7.5.7
alapjan N*=L®L*, ahol sem L, sem L* nem {0}. Ekkor N®L és N®L" (jogos a direkt dsszeg jelolése, hiszen
L,L*<N* miatt N-el vett metszetiik {0}) egyarant b6vebb N-nél. Feltételeink szerint ez csak tgy lehetséges, ha
mindketts tartalmazza m-et. Ekkor m felirhat6 m=n;+! : n;eN,leLcN* és m=n,+I* : n,eN,[*eL*=N* alakban
is. De m egyértelmten &ll el6 egy N-beli és egy N*-beli elem 6sszegeként, azaz [=I". Ez benne kell legyen LNL*={0}
-ban = m=n;=meN, ami N vélasztdsa miatt . N*-nak tehat csak trivialis részmodulusa lehet, igy valoéban
egyszerd.

7.5.9 Tétel: egy M R-modulusra nézve ekvivalens az alabbi harom feltétel:
(1) M elGall egyszertd modulusok direkt dsszegeként, azaz M= @, S,, alakban, ahol Vael: S, egyszerd.
(2) M-et generalja néhany egyszerd részmodulusa: M=Y,.S,=(S,|acl), ahol Vael: (S,<M,S, egyszerd).
(3) VN<MIN*<M: M=N®N".

Bizonyitas: (1) = (3): legyen Vael: S, egyszerd, M=®,S, ¢és N<M. Legyen J<I olyan, hogy
O N ﬂ(Sa| ae])=1{0} , tovabba legyen erre a tulajdonsdgra nézve maximalis. Ilyen J létezését a Zorn-lemmaval
bizonyitjuk. J=0 nyilvan teljesiti (J-t. Tekintsiink egy L<P(I) lancot, melynek minden J eleme teljesiti (-t és lassuk
be, hogy az uniéjuk is.

2 3meNN(S,|acUL) nem O elem. Ekkor m el6all (Ugcy S,)-beli elemek véges osszegeként:
O m=mgq)+... ¥ My , ahol m,;eSyy és alijleUL. A H={ali)|1<i<k} véges indexhalmazt L elemeinek unija
lefedi. Ez azonban csak ugy lehetséges, ha L-nek létezik olyan J* eleme, amely fedi H-t. A O3 felirds szerint ekkor
me(S,| aeJ*), azaz meNN(S,|ac]*) és m#0. Az L-re tett feltevés szerint ez }, tehat ha egy LZP(I) lanc minden J
eleme teljesiti (J-t, akkor az unidjuk is. Teljestilnek tehat a Zorn-lemma feltételei, igy létezik a feltételnek megfelels
és emellett maximalis J.

Legyen most N*=(S,|ac]). Most bizonyitottuk, hogy NNN*={0}, igy csak azt kell belatnunk, hogy N és N*
egylitt mar generalja M-et. Legyen ael~]J tetszéleges. ] maximalitasa miatt (S,®N*)NN=(S,® ﬁ%sﬁ)ﬂN #{0}. Tehat
ImeN nem 0 elem, ami el6all m=m, +m* : m,eS,,m*'eN* alakban. NNN*={0} miatt m,#0, azaz
0#m,=m—-m*e(N®N*)NS,, specidlisan (N®N*)NS,#{0}. Ez a metszet részmodulusa az S, egyszerd modulusnak,
tehat maga S,. Mivel o tetszGleges volt, azt kaptuk, hogy Vael~]J:S,EN@®N*. Maésrészt N* definici6jabol
Vae]: S, EN'EN®N® = az M-et general6 egyszerd részmodulusok mind benne vannak N®N*-ban = N®N*
valéban generalja M-et.

(3) = (2): vegyiik M egyszerd részmodulusainak egy olyan H={S,|acl} halmazat, amely rendelkezik azzal a T
tulajdonsaggal, hogy az elemei &ltal generalt részmodulus a direkt Osszegiik és erre a tulajdonsdgra nézve
maximadlis. El6szor is 1assuk be, hogy ilyen létezik. Tekintstink egy L lancot, melynek minden eleme I" tulajdonsagu
és lassuk be, hogy UL is az.

Vegyiik észre, hogy T' éppen azt jelenti, hogy Voael:S,N(Ss|Bel~{a})={0}. ez nem teljesiil az I=UL
halmazra és valamely o€l indexre. Ekkor talalhato m,eS,, amely felirhaté (3 m,=myq)+...+m,q alakban, ahol
My €Sqaiy €5 azalijeUL. UL fedi a H={a}U{ali)|1<i<k} véges halmazt, ami csak ugy lehetséges, ha mér
valamely JeL is fedi. Viszont ez a J - feltevéseinkkel ellentétben - nem lehet I tulajdonségu & miatt. §, igy UL is T
tulajdonsagu. Alkalmazhatjuk tehat a Zorn-lemmat, amely szerint létezik maximalis N, ha létezik T" tulajdonsagu
halmaz. Ilyen pedig van, pl. 0.

7 ® S.#M. Jelolie @ S,-t N. Ekkor (3) szerint AN*<M: M=N@®N* és N*#{0}. 7.5.8 szerint talalhat6 S*<N*
egyszerd részmodulus. Ekkor azonban HU{S*} egy H-nal b&vebb, M egyszerd részmodulusaibol all6 T
tulajdonsagu halmaz lenne, ami H vélasztdsa miatt ;. Tehat M= D5, => M= (S,| ael), a bizonyitandé allitas.

(2) = (1): legyen M=%,.S,, ahol Vacl: (S,<M,S, egyszerd). Akdrcsak az elébb, vegyik M {S,|ael}-beli
részmodulusainak egy olyan H={S;|BeJ<1} halmazat, amely I tulajdonsagut és emellett maximalis. Legyen oelI~]
tetsz6leges. Ha S,N( B@I Sp)={0}, akkor HU{S,} létezése ellentmond H maximalitasanak. Ezért S,N( ﬁQre)] Sp)#{0} = ez
S, egy nem {0} részmodulusa, ami S, egyszertisége miatt csak S, lehet. Tehdt Vael:S,c ﬁ@re)] S, azaz
M=% 15, ﬁQre)] Sg. Persze M2 B@I Sp is teljestil, ezzel az allitast belattuk.

7.5.10 Definicié: a fenti feltételeknek eleget tevé modulusokat féligegyszerd modulusnak hivjuk.
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7.5.11 Definicié: az R egységelemes gytrd féligegyszerd, ha yR féligegyszerd modulus. (Itt fontos, hogy R-t
mint baloldali R-modulust tekintjiik.) Mivel R egyszerd részmodulusai a miniméalis balideédlok, ekkor R el5all
néhany minimalis balidealjanak direkt dsszegeként. (Vigyazat, itt a direkt dsszeg nem gytridk direkt Osszegét
jelenti - az osszeadandok nem feltétlentil idedlok -, hanem a modulusok (vagy Abel -csoportok) feletti direkt
Osszeget. A legkényelmesebb megfogalmazas az, hogy kivalaszthat6 R minimalis balidealjainak egy olyan
{La|ael} halmaza, hogy R minden r eleme egyértelmden all el6 r=x,q+...+x, alakban, ahol
keN, ali)el, x4 €Lyi~1{0} és afi)#alj) ha i#j.

oy e

7.6 Noether-gyiiri, artin-gytri

7.6.1 Definicié: az R gydrdben teljestil a balidedlokra a minimumfeltétel, ha az alabbi két (nyilvan ekvivalens)
feltétel fennall: (1) balidedlok barmely nemiires halmazdban van minimalis elem ill. (2) nem létezik balidedlok
végtelen, szigortian monoton fogy6 (L;>L,>...DL,>...) sorozata. Ezt tigy is mondjuk, hogy R (bal-)artin. Ha
ugyanez a jobbidealokra teljestil, akkor R jobb-artin.

7.6.2 Definici6: az R gydrdben teljesiil a balidedlokra a maximumfeltétel, ha az alabbi harom (ekvivalens, 1d.
késébb) feltétel fenndll: (1) balidedlok barmely nemiires halmazdban van maximaélis elem; (2) nem létezik
balidedlok végtelen, szigordan monoton névé (LycL,c...cL,c...) sorozata; (3) minden L balidedl végesen
generalt, azaz talalhat6 hozza X<R véges halmaz, hogy (X),=L. Ekkor R (bal-)noether. Ha mindez a jobbideélokra
teljestil, akkor R jobb-noether.

Be kell még latnunk, hogy a harom feltétel ekvivalens. (1) < (2) trivialis. (3) = (2): legyen {L,eN} balidealok
X|<oo. Ekkor létezik olyan k, melyre |X|cL,
mert |X| cUL,. Eszerint L=(X),SL,, ezért Vn>k: ,CL,CLCL,, azaz a sorozat nem lehet szigortan monoton

monoton néve sorozata. L*=U,.nL, végesen generalt: L*=(X),,

novo.

(2) = (3): tegytik fel, hogy nem teljesiil (3), azaz létezik egy L balideél, amely nem végesen generalt. L; legyen
{0}. Tegyiikk most fel, hogy mar van egy L,CL,c..CL, sorozatunk, ahol Vke{l,...,n}:Li=(r,..., 7 1), €s
71,...,7-1€L. Ekkor persze L, L. Mivel L nem végesen generalt, 3r,€L~L,. Valasszunk egy ilyen elemet és legyen
Li=(ry,..., 7). Ezt az algoritmust megszamlalhaté sokszor ismételve egy {L,|neN} szigortan monoton nové
balideél-sorozatot kapunk, tehat (2) sem teljestilhet. Ezt akartuk bizonyitani.

Megjegyzés (Hopkins-tétel): ha R egységelemes bal-artin gytrd, akkor bal-noether is.

Példa: a Z,- feletti zérogytrtire nem teljesiil a maximumfeltétel, hiszen minden részcsoportja ideal és nincs
. z1: 2 . (o) . 2 2 sy . 2 Z
maximalis részcsoportja. A Z,” feletti zérogytird sem noether, hiszen nem végesen generélt.

o

Megjegyzés: egységelemes, kommutativ gytrtben (7.6.2.2 = 7.6.2.3)-hoz nem kell a kivélasztasi axioma.
7.6.3 Tétel (Hilbert bazistétele): ha az R egységelemes, kommutativ gytrd noether, akkor R[x] is noether.

Bizonyitas: azt fogjuk belatni, hogy minden I<R[x] ideél végesen generdlt. Legyen A,={a,eR|3fel: f=ax"+...}
. Nyilvan A,<R, mert Ocl miatt 0eA,, ha pedig a,bcA, az f,gel polinomok révén és reR tetszéleges, akkor
fxg,r-fel miatt atb,racA,. VkeN: A,.CA;.q, hiszen ha acA; az fel polinom miatt, akkor xfel-bél kovetkezik
aeAk+1.

Az AyC A CA,C... monoton n6vE R-beli idedlsorozat stabilizalodik, mert R noether; legyen maximalis eleme
A,. Ai...A, mindegyike végesen generalt. Legyen Ak=(aki|ier), ahol H; minden esetben véges indexhalmaz.
Minden a,-hez talalhat6 egy fi;=(ax"+...)el polinom. Azt allitjuk, hogy J=(fi;|0<k<m,icH,) jeloléssel I=].

J<1 trivialis, tehat azt kell belatni, hogy ha fel, akkor fe]. Ezt f fokszama szerinti indukciéval bizonyitjuk. Az
I-beli nulladfokt polinomok éppen A, elemei (a 0-t kivéve), ezeket tehat generalja {a,;|icHy}<].

Legyen most fel t-edfokdu és tegyiik fel, hogy | generédlja I alacsonyabb fokt polinomjait. Jelolje f{Segyiitthat6jat
a. Ekkor ae€A,, azaz s=min(t,m) vélasztassal acA,, igy el6all a=3, yyra; alakban, ahol reR. Ezért
g§=f—Yiemerx' " fi-ben x' egyiitthatéja 0 = degg<t. gel, igy az indukcios feltevés kovetkeztében ge]. ¥(...)e]
miatt tehat f=g+3(...)e].

7.6.4 Kovetkezmény: K[x,,x,,...,x,] és Z[x,x,,...,x,] noether, pedig egyik sem fSidealgytrd (definicidja: 1d.
7.8.2) (ha n>2 ill. m>1), hiszen (x,y)<K[x,y] és (2,x)<Z[x] egyike sem fidedl.
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7.7 Radikal, primideal, maximalis ideal

7.7.1 Definicié: aeR nilpotens, ha 3n>1: a"=0.

7.7.2 Definicié: legyen R egységelemes, kommutativ gydrd. Ekkor R nilradikalja N(R)={acR|3In>1:4a"=0}. Ez
ideal, mert ha a"=0, akkor VreR: (ra)"=r"a"=0 és ha a"=b*=0, akkor (a+b)""* -t kifejtve minden tag 0, mert vagy
a kitevéje legalabb n benne, vagy b kitevdje legalabb k (és nem tires, mert 0eN(R)).

Megjegyzés: a kommutativitas nem felesleges, mert M,(K)-ban (8 8) és (8 é) egyarant nilpotensek, de 6sszegtik

nem az.

7.7.3 Allitas: N(R/N(R))={0}. Ha ugyanis r+N nilpotens a faktorgytriben, akkor 3neZ*: 0=(r+N)"=(r"+N),
azaz r"eN. Eszerint r" nilpotens: =0, ahol keZ". Persze nkeZ", igy r is nilpotens = reN = (r+N)=0. Ez
tehat a faktorcsoport egyetlen nilpotens eleme.

7.7.4 Definicié: legyen R egységelemes, kommutativ. Ekkor P<4R primideal, ha
x,yeR,xyeP = (xeP vagy yeP). (Az elnevezés onnan ered, hogy (n)<Z pontosan akkor primideal, ha n prim
vagy n=0.)

7.7.5 Definicié: legyen R egységelemes, kommutativ és I<R. Ekkor I radikédlja +T={reR|3IneN:r"el}.
Konnyen belathatéak az ~aldbbiak: (1) ISVI<R, (2) NRAT)={0}, (3) WI=vI, (&) VINJ=VINT,
) VI=(1) = I=(1), (6) VI+J=\WI+V], (7) ha P primideal, akkor VP"=P minden neN-re.

7.7.6 Definici6: I<R maximalis ideal, ha [#R és AJ<R:I<]. Hasonléan definidljuk a maximalis bal- és
jobbideal fogalmat.

7.7.7 Allitas: legyen R egységelemes és kommutativ, I<R. Ekkor (1) I primidedl < R/ nullosztémentes és
(2) I maximalis ideal <> R/T test.

Bizonyitas: (1) I nem primidedl < (Jx,yeR~I:xyel) < (3x,yeR~I: (x+I)y+I)=I) < R/I nem nulloszto-
mentes. (2) R/] kommutativ és egységelemes. Igy 7.3.8 szerint pontosan akkor test, ha nincs nem trivialis idealja.
Mivel R/J idedljai kolesondsen egyértelmiien megfelelnek R I-t tartalmazo6 idedljainak, ez pontosan akkor teljesil,
ha nincs I és R kozott ideél, azaz ha I maximalis ideal.

7.7.8 Kovetkezmény: egységelemes, kommutativ gydrtiben minden maximélis ideal primideél, hiszen ha R/[
test, akkor nullosztémentes. Ennek a megforditdsa nem igaz. (Pl. (0) minden nullosztomentes gytriben primideal,
de csak testben maximalis ideal. Tovéabba Klx,y]-ban (0)<(x)sK[x,y] és ezek mind primidealok, hiszen a
faktorgytrdk - rendre K[x,y],K[y] és K - nullosztomentesek.)

7.7.9 Allitas: legyen R egységelemes kommutativ gytrd. Ekkor minden aeR~U(R) elem és minden R-nél
sziikebb I ideél (azaz minden, kivéve az egységeket) belefoglalhat6 egy maximalis idealba.

Bizonyitas: 1¢aR, mert agU(R) és tudjuk, hogy (a)=aR. Elég tehat az allitas mésodik felét belatni, hiszen az
alapjén az a altal generalt ideal belefoglalhaté maximalis idealba. Alljon az [ lénc olyan R-beli idealokbél, melyek
I-t tartalmazzédk, de 1-et nem. Ekkor UL is ilyen idedl lesz. A Zorn-lemma szerint tehat az I-t feds, 1-et nem
tartalmaz6 idedlok kozott van maximalis. Legyen M ilyen. M valasztasa miatt egy M-nél bévebb idedl mindenképp
tartalmazza 1-et, tehat maga R = M maximalis ideal.

7.7.10 Kovetkezmény: egységelemes kommutativ gytriben van maximélis idedl, hiszen (0) belefoglalhat6
maximalis idealba. Ez 7.7.8 alapjan egyben primideal is.

L

7.7.11 Tétel: egységelemes, kommutativ gytrtben N(R) a primideélok metszete. (Ez az el6bbi kovetkezmény
szerint nem tires metszet.)

Bizonyitas: tegyiik fel, hogy aeN(R), azaz valamely neZ"-re a"=0. Ekkor az a-a-...-a=0 szorzat tetszGleges P
primideélnak eleme. Ez csak tigy lehetséges, ha valamely tényezgje P-beli, azaz ha aeP. Eszerint a eleme minden
primidedlnak, igy a metszetiiknek is. a a nilradikél egy tetszdleges eleme volt, azaz N(R)<(MNp primidest P) -

Legyen most feN(R) és keressiink hozza egy olyan P primidealt, amelynek nem eleme. f¢N(R) =
0gF={f"|neZ"}. Legyen P olyan ideal R-ben, amely diszjunkt F-t6l és erre a tulajdonsagra nézve maximélis. (A {0}
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idedl ilyen tulajdonsagu és egy ilyen tulajdonsagu idealokbdl allé L lanc elemeinek unidja is, igy a Zorn-lemma
szerint létezik megfelel§ P.) Azt allitjuk, hogy P primideal.

Azt kell belatni, hogy tetszéleges x,yeR~P elemekre xygP. P maximalitisa miatt FN(P+(x))#0, azaz
3keZ*: f'eP+(x). Eszerint f* felirhato wu+rx : ueP,reR alakban. Hasonléan 3ImeZ'f"=v+sy : veP,seR.
Osszeszorozva f*"=(uv+rxv+syu)+rs-xy. A zéardjelben 1évé kifejezés P-ben van, mert minden tagban van P-beli

2 2 k+m

tényezd és Pidedl. f* "¢P = rs-xyeP = xyeP, kész vagyunk.

M maximalis

7.7.12 Definicio: legyen R egységelemes, kommutativ gytrd. Ekkor R Jacobson-radikalja J(R)=ijea r-ven M.
7.7.13 Allitas: xeJ(R) < VyeR: 1-xy egység.

Bizonyitads: = : 1 xe](R) és JyeR: 1-xy nem egység. Ekkor 7.7.9 szerint 1—xy belefoglalhaté egy M maximalis
idedlba. xeJ(R) = xeM = xyeM és M valasztidsa miatt 1-xyeM. Eszerint az Osszegiik is M-beli, azaz
(1-xy)+xy=1eM = M=R, }.

<: 1 VyeR: 1-xy egység, de x¢]J(R). Ez utébbi szerint IMsR maximalis ideal, amely nem tartalmazza x-et.
Ha pedig maximalis, akkor R=(M,x)=M-+(x), specidlisan 1 felirhaté6 m+xy (meM,yeR) alakban. Igy 1-xy=meM.
Mivel 1-xy egység, ebbdl kovetkezik 1eM = M=R, }.

Megjegyzés: N(R)=]J(R), hiszen minden maximélis ideal primidedl, igy a primidealok metszete nem lehet
bévebb a maximalis idedlok metszeténél. Az alabbi példan lathatjuk, hogy nem mindig azonosak.

Legyen R={+eQ|(a,b)=1,b paratlan}. N(R)={0}, mert nullosztémentes. U(R)={}|(a,b)=1,a és b paratlan},
hiszen pontosan ezeknek van inverziik. Egy R-t6l kiilonboz8 idedl diszjunkt kell legyen U(R)-t6l, tehat
ISR = Ic {27” (2a,b)=1}=(2). Ez tehat az egyetlen maximalis ideal, igy személyesen J(R).

7.7.14 Definicié: R (egységelemes, kommutativ gytrtd) lokélis gytird, ha pontosan egy maximalis ideélja van.
Ez ekvivalens azzal, hogy a nem-egységek idealt alkotnak. (Minden maximalis ideal részhalmaza R~U(R)-nek,
mert nem tartalmazhat egységet. Ha pedig csak egy maximaélis idedl van, akkor abban minden nem -egység
szerepel 7.7.9 miatt.) (Inek olyan emberek, akik szerint R akkor lokdlis gytird, ha emellett még noether is.)

7.8 Egységelemes integritasi tartomanyok

7.8.1 Definici6: integritasi tartomany egy kommutativ, nullosztémentes gyrd.

7.8.2 Definicié: R f6idedlgydrd (PID, principal ideal domain), ha integritdsi tartomany és minden ideélja
féideal. Ekkor persze noether.

7.8.3 Tétel: legyen R integritasi tartomany. Ekkor létezik olyan legsziikebb K test, amelyben R részgytrd.

Bizonyitas: tekintsik az  {(a,s)|acR,seR~{0}} halmazt. Definialjuk efelett az aldbbi reldciot:
(a,s)~(b,t) < at—bs=0. Ez ekvivalencia-relacio lesz. Jelolje (a,s) ekvivalencia-osztalyét (a,s). Legyenek K elemei az

ekvivalencia-osztélyok, a mitveletek pedig a kovetkezdk: (a,s)+(b,t)=(at+bs,st) és (a,s)-(b,t)=(ab,st). Mivel R
nullosztémentes, st#0, azaz a miveletek eredménye egy K-beli elem. Ellenérizhets, hogy a miveletek
joldefinialtak, kommutativak. (0,s) nullelem, (s,s] egységelem, —(a,s]=(-4,s] és ha a=0, akkor 5] '=(s,a). Az
(as, s) elemet a-val jeldlve latszik, hogy R részgytrtje K-nak.

Legyen K' egy tetsz6leges, R-t részgytrtként tartalmazo test. Rendelje a ¢:K—K' leképezés az (a,s)eK
elemhez as 'eK'-t. Ez homomorfizmus lesz és a K-ba agyazott R egy a=(as,s) elemének képe assfl=a, azaz ¢
RcK-ra megszoritva identitas. Tovabba ¢ injektiv, mert ha a;s; =as ', akkor (a;,s,)=(a,s). Tehat K valéban a
lehet6 legsziikebb.

7.8.4 Definicié: a fenti K testet R hanyadostestjének hivjuk.
Megjegyzés: ha R nullosztémentes, nem kommutativ gytrd, akkor nem feltétleniil agyazhat6 ferde testbe.
Az alabbiakban jelljon R egységelemes integritasi tartomanyt.

7.8.5 Definicié: definidljuk R elemei kozt az alabbi relaciét: a osztja b-t (b tobbszorose a-nak), ha IceR: ac=b.
Jelolése a|b. Az egységek éppen 1 oszt6i, azaz ucU(R) < u|l < VreR: u|r. A relacié reflexiv és tranzitiv, viszont
(a|b és b|a)-bol nem kovetkezik a=b. Ezért bevezetiink még egy relaciot:
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7.8.6 Definici6: a,beR asszocidltak - jellése (a~b), ha JuelU(R): au=b. Ez ekvivalencia-relacié, mert U(R)
csoport. Nyilvéan a~b < (a|b és bla) < (bela) és ac(b)) < (a)=(b). Az a elem ekvivalencia-osztalyat jelolje a.

7.8.7 Allitas: az oszthat6sag részbenrendezés az * ~’ relacié ekvivalencia-osztalyai felett.

Azt kell beldtnunk, hogy az ekvivalencia-osztélyokra atorokithetS az oszthatésdg, tehdt ha a~a',b~b' és a|b,
akkor a'|b'. Beirva a definiciokat Ju,veU(R),ceR: au=a,bv=b",ac=b. Mivel u egység, van inverze, igy a=a'u"".
Ekkor a'(u”'cv)=acv=bv=b', azaz a'|b'. A reflexivités és a tranzitivitas 6rokl6dik, azt pedig mar kimondtuk, hogy

(a|bésb|a) < a~b, ami az ekvivalencia-osztalyokon (d|b és b|a) < a=b-nek felel meg.

7.8.8 Definicié: legyen a,b,deR. Ekkor d-t a és b legnagyobb kozos osztéjanak nevezziik, ha (1) d|a,d|b és
() (d'|a,d'|b)= d'|d.]Jelolése d=(a,b), esetleg d~(a,b).

Tetszbleges a,b elemekhez nem feltétlentil létezik ilyen d. Ha létezik, akkor asszocialtsag erejéig egyértelmdi,
hiszen ha d és d' egyaréant legnagyobb kozos 0szt6i a-nak és b-nek, akkor (2) szerint d'|d és d|d'.

7.8.9 Definicié: legyen a,b,meR. Ekkor m-et a és b legkisebb kozos tobbszorosének nevezziik, ha (1) a|m,b|m
és (2) (a|m',b
van, akkor asszociéltsag erejéig egyértelmd.

m')=m | m' . Jelolése m=[a,b], esetleg m~[a,b]. Legnagyobb kozos oszté sem mindig létezik, de ha

Megjegyzés: [a,b]=0 < (a=0 vagy b=0).

Bizonyitas: = :ha a,b#0, akkor ab#0 kozos tobbszorose a-nak és b-nek, viszont nem t6bbszordse 0-nak. igy 0
nem lehet a legkisebb kdzos tobbszoros. <« : ha a,b valamelyike 0, akkor minden k6zds tobbszorosiik is 0.

7.8.10 Allitas: 3[a,b] = 3(a,b) és [a,b](a,b)=ab.

Bizonyitas: ha [a,b]=0, akkor az el6bbi megjegyzés szerint a,b egyike (pl. a) 0. Ekkor (a,b)=b és az éllités igaz.
Legyen tehat [a,b]=m=0. ab koz0s tobbszoros, tehat oszthatd m-el, igy 3deR: md=ab. Mivel m tobbszorose a-nak,
megfelels b'-re m=ab'. Ekkor ab=adb’. Ebb6l a=0 miatt kovetkezik b=db', azaz d|b és hasonléan d|a. Tehat d
valéban k6zos oszto.

Legyen most d' egy tetszSleges kozos osztd, a=a'd’ és b=b'd". Ekkor m'=a'b'd’ -re a|m'=ab’ és b|m'=a'b, ez tehat

egy kozos tobbszoros. m vélasztasa miatt m|m', azaz m'=mc. Ekkor md=ab=a'd'b'd'=m'd'=mcd’. Mivel m#0, ebbdl
kovetkezik d=d'c = d’

d, allitasunknak megfelelGen.

7.8.11 Definicio: legyen deZ~{0,1}, négyzetmentes. Ekkor Q(d)={r+sVdeC
Q<QWd)<C.

r,5€Q}. Ez test lesz és

Az a=r+sVydeQ(d) elem konjugéltja legyen a=r—sVd. (Ha d<0, akkor ez a komplex konjugalt, kiilonben
nem.) Norméja legyen N(o)=| «f =aa=r"-sd. Bz multiplikativ, azaz |af|=|e|-|B] és |a|=0 < a=0.Ha d<0
d<0, akkor | >0.

7.8.12 Allitas: aeZ[Vd] egység < N(a)==1

Bizonyitas: =: o egység = 3IBeZ[Vd]: af=1, ekkor N(a)-N(f)=1. Ezek egész szamok, tehat N(a)|1.
<: Nla)J=11 = aa=+1.Mivel +aeZ[Vd], a egység.

Ha d<0, akkor persze N(«) nem lehet —1, csak 1.
Kovetkezmény: Z[i] egységei +1 és +i, hiszen Nl(a+bi)=a’+b” csak ezekre lehet 1.

7.8.13 Definici6: peR prim, ha p|ab = (p|ab vagy p|b). Mivel (p)=pR={reR:p|r}, ez ekvivalens azzal, hogy
(p) primideal. (A 0-t és az egységeket nem tekintjiik primnek.)

7.8.14 Definicié: aeR irreducibilis avagy felbonthatatlan, ha a=bc = b,c egyike egység, a masik a asszocialtja.
(Tehat a minden osztdja vagy asszocialt, vagy egység. A 0-t és az egységeket nem tekintjiik irreducibilisnek.)

7.8.15 Allitas: peR prim = p irreducibilis.

Bizonyitas: tegyiik fel, hogy p=bc. Ekkor p|bc, igy definici6 szerint p|b vagy p|c. Az elsS esetben p~b, amibdl
be=p=bu (ueU(R)). 7.3.6 szerint ekkor c=u, azaz c egység. A masodik esetben p~c és b egység.
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Az allités megforditaisa nem igaz. Példaul Z[V-5]-ben 7.8.12 alapjan csak +1 egység. Tekintsiik a
2:3=(1+v-5)(1-V-5) egyenl6séget. A normak rendre 4,9,6,6. Ha valamelyik a tényez6 nem lenne irreducibilis,
akkor felbomlana a=bc alakban, ahol b, c egyike sem egység. Tehat N(a)=N(b)-N(c), ahol 1<N(b), N(c)<Nl(a), mind
pozitiv egészek. Ez viszont lehetetlen, mert Z[/-5]-ben nincs sem 2, sem 3 normaju elem. Tehat mind a négy
tényez6 irreducibilis és egyik sem prim, hiszen mindegyik osztja a masik oldalon 1év§ szorzatot, de a normak miatt
egyik tagjat sem oszthatja.

7.9 UFD, euklideszi gytrd

Jeloljon R tovabbra is egységelemes integritasi tartomanyt.

7.9.1 Definici6é: R UFD (unique factorization domain), ha minden (nem 0) eleme lényegében egyértelmtien
bomlik fel irreducibilis elemek szorzatdra, azaz (1) VaeR3teN,u,py,...,p,eR:a=u-p;-....p;, ahol minden p;
irreducibilis és u egység (az iires szorzat értéke definicié szerint 1), tovabba ha (2) ha a=u-p;-....p;=v-q;"....q, két
ilyen felbontas, akkor s=t és alkalmas atrendezéssel p;~gq;.

UFD példaul K[x],Z,Z[i]. Nem UFD Z[V-5], hiszen a 6-nak nemrég megadtuk két lényegesen kiilonb6z6
felbontasat Z[v/—5]-ben.

7.9.2 Allitas: ha R UFD, akkor Va,beR: 3(a,b) és 3[a, b].

Legyenek py,...,p; mindazok az irreducibilis elemek, melyek szerepelnek a vagy b felbontasaban. (Az
asszocialtakat csoportositsuk egybe. Ez a felbontdsban szerepld egység valtoztatasaval megoldhat6.) Ekkor
a=wpit.opd és  b=v-pft..-p¥, ahol «a,B;eN. Konnyen ellenérizhets, hogy (a,b)=TTi_pi"" " és
[, b]=TTicy pi™ 1.

7.9.3 Definici6: R euklideszi, ha taldlhato egy olyan ¢:R~{0}—N leképezés, amelyre (1) ¢lab)>qla) és
(2) VaeR,beR~{0} 3q,reR: a=bg+r, ahol vagy r=0, vagy ¢(r)<¢(b). (Ez utobbi feltétel azt jelenti, hogy R-ben lehet
maradékosan osztani.)

Megjegyzés: az elsé feltétel nem igazan fontos, csak kényelmes. Ha ugyanis : R~{0} =N teljesiti (2)-t, akkor
@:x—min, g Ylxy) mindkét feltételnek megfelel, ez némi szamoléssal ellendrizhetd.

7.9.4 Tétel: ha R euklideszi, akkor f6ideélgydrd.

Bizonyitas: legyen [<R és lassuk be, hogy f6idedl. Ha I=(0), akkor kész vagyunk. Ha nem, akkor legyen a egy
olyan elem I-ben, amelyre ¢(a) minimalis. Azt allitjuk, hogy I=(a), amihez elég I<(a). Legyen bel tetszleges és
lassuk be, hogy be(a). Osszuk el maradékosan b-t a-val, azaz legyen b=ag+r, ahol r=0 vagy ¢(r)<¢la). r=(b—ag)el,
tehat a valasztasa miatt ¢(r)<¢(a) nem allhat fenn. Eszerint b=age(a).

7.9.5 Allitas: R UFD < (1) minden elem el&all irreducibilisek szorzataként és (2) minden irreducibilis elem
prim.

Bizonyitds: = (1) az UFD definici6jabdl. = (2): legyen p irreducibilis és p|ab, azaz pg=ab. Legyen a=u-[la;,
b=v-I1b;, g=w-lg; az a,b,q szamok felbontasa irreducibilis elemek szorzatara. A w-(p-Ilg;)=ab=(uv)-I1a;-[1b;
felbontasok lényegében azonosak, tehat valamely a; vagy b; asszociéltja p-nek. Ekkor p osztdja a-nak vagy b-nek.

< tegyiik fel, hogy a-t felbontottuk kétféleképp irreducibilis elemek szorzatara és lassuk be, hogy ez a két
felbontds lényegében azonos. Legyen tehat a=u-p,-....p,=v-qy...-q;,5<t. Tudjuk, hogy minden irreducibilis elem
prim, specialisan p, is. Osztja a jobb oldali szorzatot, tehat osztja valamelyik tényezgjét; feltehets, hogy ez g,. Egy
irreducibilis elem viszont csak ugy oszthat egy masikat, ha asszocialtak, azaz g,=w;p; (w, egység). Ezt beirva
p1-(upyr...-ps)=p1-(vwy)(gy-...-q,), amibbl p;#0 alapjan v;=uw; jeloléssel (persze v; is egység) u-po-...-ps=v1"Gp"..."q;.
Ugyanezt a gondolatmenetet folytatva g,=w,p,,...,q.=wyp, (w; egység) és marad u=v;'q,;"...q;, ahol v, egység. Ez
csak agy lehetséges, ha g,,1°...q, lires szorzat, azaz t=s. Kozben kijott, hogy p;,~g;, a két felirds tehat lényegében
azonos.

7.9.6 Allitas: (1) ha R-ben teljesiil a f6idedlokra a maximumfeltétel (nem létezik féidedlok szigordan monoton
novekvé végtelen sorozata), akkor minden elem felbomlik irreducibilisek szorzatara. (2) ha R UFD, akkor a
fGidedljaira teljesiil a maximumfeltétel.
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Bizonyitas: (1) 7 apeR nem bomlik fel irreducibilis elemek szorzatara. Ekkor 6 maga sem irreducibilis, tehat
szorzatta bonthat6 tgy, hogy egyik tényez6 sem asszocidltja, azaz a,=xy , ahol ay#x és ay#y. x|a, miatt (a))<(x) és
ay# x miatt nem éllhat fenn egyenlség; hasonléan (ay)<(y). Mivel a, nem bomlik fel irreducibilisek szorzatara, x és
y kozott is kell legyen olyan, amely nem bomlik fel irreducibilisek szorzatdra; legyen ez a,. Ezt az algoritmust
megszamlalhato sokszor megismételve egy végtelen (ay)<(a;)<(a,)C... sorozatot kapunk, }.

(2) Jelolje aeR-re s(a) az a felbontasaban szerepld irreducibilis faktorok szamat. Ez joldefinidlt, mert R UFD.
Természetesen s(a)eN. Tovabba s(ab)=s(a)+s(b), mert az ab=a-b egyenlet két oldala ugyanannyi irreducibilis
szorzatara bomlik. Nyilvan s(u)=0 < u egység, tovabba a~b = s(a)=s(b).

Azt &llifuk, hogy (a)<(b) = s(a)>s(b). Ugyanis (a)=(b) < (b|aésbta) < (IxeR:a=bx, x nem egység)
& (3x:a=bx,s(x)>0). Ekkor s(a)=s(b)+s(x)>s(b).

Eszerint ha létezne egy végtelen (ay)<(a;)(a,)... sorozat, akkor s(g;) egy természetes szamokbol allo,
szigortan monoton csdkkend végtelen sorozat lenne, ilyen viszont nincs.

Megjegyzés: ha R f6idedlgytrd, akkor noether-gytrd, hiszen minden ideal végesen generalt. Tehat
(f6)idedljaira teljestil a maximumfeltétel, igy 7.9.6.1 szerint minden eleme felbomlik irreducibilis elemek szorzatéra.

7.9.7 Allitas: ha R f6idealgydrd, akkor minden a,beR-nek van legnagyobb kozos osztéja és az elsall
ax+by : x,yeR alakban.

Bizonyitas: tekintsiik az (a,b) idealt. Ez f6ideal, tehat elGall (a,b)=(d) alakban. Azt éllitjuk, hogy d legnagyobb
kozos 0szt6. (a)S(a,b)=(d) = d|a és hasonléan d|b, tehat kozos oszté. de(a,b)=(a)+(b)={ax+by|x,yeR}, azaz d
elall ax+by alakban. Igy d’

a,b = d'|ax+by=d, tehat d valéban legnagyobb koz6s 0szt6.
Persze a tobbi legnagyobb kozos 0szt6 (ezek d asszocialtjai) is elGall ax'+by" alakban: ud=a-ux+b-uy.

7.9.8 Allitas: ha a,beR legnagyobb kozos osztéja létezik és elsall d=ax+by alakban, akkor létezik m legkisebb
kozos tobbszorosiik is és md=ab.

Bizonyitas: d=0 érdektelen. Ha d#0, akkor legyen m=a'b'd, ahol a=a'd és b=b'd. Ez t&bbszorose a-nak is és

b-nek is, hiszen m=ab'=a'b. Legyen most m' is kozos tobbszoros. a,b|m’ = ab|am',bm' = ab|(ax+by)m’, azaz

dm|dm'. Ebb6l d#0 miatt kovetkezik m|m’, igy m minden k6zos tobbszorosnek osztéja.

A generalt ideélto] valo megkiilonboztethet6ség végett a és b legnagyobb kozos osztojat ideiglenesen (a, b)-vel
fogjuk jelolni.
7.9.9 Allitas: ha 3(a, D) és elsall d=ax+by alakban, akkor VceR: c-(a,b)~(ca,cb).

Bizonyitas: cd nyilvan oszt6ja ca,cb-nek. Mésrészt ha d'|ca,ch, akkor d'|cax+cby=cd, tehat cd legnagyobb
koz06s oszt6.

7.9.10 Allitas: ha R féideélgytird, akkor UFD.

Bizonyitas: 7.9.6.1 és az azt kovet6 megjegyzés, tovabba 7.9.5 alapjan elég belatni, hogy ha p irreducibilis,
akkor prim, azaz ha p|ab és p{a, akkor p|b. Mivel R féidealgytrd, (p,a) el6all (d) alakban. Itt d oszt6ja p-nek, tehat
vagy asszociéltja, vagy egység. Asszocialt nem lehet, mert d osztéja a-nak, p pedig nem. Igy (p,a)=(1).

Az el6z6 néhany éallitas felhasznélasaval (p)2(pb,ab), mert pb,abe(p). (pb,ab)=b-(a,p)=b-(1)=(b). Osszefoglalva
(p)2(b), azaz p|b.

Belattuk tehat, hogy minden euklideszi gytird fSidealgytrd és minden fidealgytird UFD.
7.9.11 Allitas: Z[i] euklideszi gytrd.

Bizonyitas: azt allitjuk, hogy ¢-nek a normat vélasztva teljesiilnek a feltételek. N(of8)=N(a)-N(B)>N(«a), az elsé
feltételnek megfelel. Legyen most o, feZ[i], f#0 tetszSleges, majd lassuk be, hogy megfelels y,& valasztdssal
a=By+6 és 6=0 vagy N(6)<N(«a).

B tobbszorosei egy r=+N(f) éld négyzetracs csticsai a komplex szamsikon. Vegytiink koriil minden ilyen csticsot
egy r sugard nyilt korlappal. Ezek béven lefedik a teljes sikot, tehat o beleesik egy ilyen korlapba, ennek a
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kozéppontja legyen By. Ekkor §=a—py vélasztassal |§|<|B| = N(§)<N(B). Ha §=0, akkor kész vagyunk és ha
nem, akkor is.

Ha a sikot — sugart zért korlapokkal fedtiik volna le, akkor az ergsebb 6=0 vagy N(8)<3N(a) feltételt kaptuk
volna.

7.9.12 Definici6: legyen deZ~{0,1} négyzetmentes. Ekkor d=2,3 (mod 4) esetén Rg=Z[Vd], d=1 (mod 4)-nél

pedig Ry={a+bVd |a,beZ vagy a—+,b-+eZ}=7[w], ahol w="""2 Példaul R_; az Euler-egészek gyfirtije.

7.10 Testbdvitések

s

7.10.1 Definicié: az L test bévitése a K testnek, ha KCL és az L feletti miiveleteket K-ra megszoritva a K feletti
miuveleteket kapjuk. (Eddigi elnevezéseink mintdjara ezt mondhatnank tgy is, hogy K részteste L-nek.) Jelolése
L>K. A K test L bévitését L|K-val szoktuk jeloIni.

7.10.2 Definicié: az L|K testbSvités foka L dimenzi6ja, ha mint K feletti vektorteret tekintjiik. Jelolése (L:K).
Ha (L:K) véges, akkor L|K-t véges bévitésnek nevezziik.

7.10.3 Tétel: legyenek M|L, L|K testbévitések. Ekkor az M|K bévitésre (M: K)=(M:L)-(L:K).

Bizonyitas: legyen B,={m;|icl} bazis az M, vektortérben és B2={Zj| je]} bazis Lg-ban. Azt akarjuk belatni,
hogy kiilonbsz6 iel, je] indexparokra az Im;eM elemek kiilonbdzbek és Bz{ljm,-|iel, jeJ} bazis Mg-ban. Ha ez
sikertil, akkor kész vagyunk, mert B egy |I|-|J|=dim, M-dimyL szédmossagt bazis My-ban.

Ha Im=Ilm;., akkor ez egy M-beli elem két felirasa B;-beli elemek L feletti nem trivialis (/;#0) linedris
kombinécidjaként. Ilyen feliras viszont csak egyféle van, tehat =1 és m;=m;, amibdl j=j* és i=i".

2z

Legyen meM. Ekkor el6all m=3¥,y,, Am; alakban, ahol I(m)cI véges indexhalmaz és AeL. A eldall
A=Z ey Kil; alakban, ahol J(A)<J véges és k;eK. Tehat m=23cyy, jeyn Killim;), azaz B generalja M-t

Tegytik fel, hogy valamely I'CI és J'<J véges indexhalmazokra és k;eK egytitthatokra Xy ey k;(lm;)=0.
Ekkor ¥y (X kyliJm;=0. By lineéris ftiggetlen L felett, ezek az egyiitthatok pedig L-ben vannak. Ez tehat csak ugy

lehetséges, ha minden egyiitthat6 0, azaz Viel™: ¥ k;1;=0. Minthogy B, linedrisan figgetlen az Ly vektortérben,

.
ij'j
itt is minden egytitthat6 0, azaz Viel*Vje]*: k;=0. Igy B linedrisan fiiggetlen My-ban, kész vagyunk.

7.10.4 Definicio: L1|K izomorf L2|K -val, ha létezik olyan ¢:L,—L, muvelettarté bijekcid, amely K-ra
megszoritva identités. Jelolése L1|K:L2|K . L1|K1 és L2|K2 izomorfidjat akkor definidljuk, ha K;~K, és van egy
elére rogzitett Y:K;=>K, izomorfizmusunk. Ez esetben L1|K1:L2|K2 , ha y Kkiterjeszthets y:L,=1L,
izomorfizmussa.

Az Li>L >..2L>L, és K>...2K, bdvitéslancok izomorfak, ha van egy el6re rogzitett :Ly=>K,
izomorfizmusunk, ami lépésenként kiterjeszthets egy : L, =K izomorfizmussa.

7.10.5 Definicié: aecL|K algebrai (K felett), ha van olyan K feletti p polinom, amelynek gyoke.

Legyen acL|K algebrai és tekintsiik az I={peK[x]|p(a)=0} halmazt. Lathaté I<K[x]. Tudjuk, hogy minden test
feletti polinomgytrd euklideszi a ¢: p— degp leképezéssel, tehat fidealgytird. Igy hét I el6all (p*) alakban. I#(0),
mert o algebrai, azaz p*#0. K[x] egységei K~{0} elemei, tehat p*-nak pontosan egy olyan p, asszocialtja van,
amelynek a féegyiitthatéja 1. I=(p,) éppen azt jelenti, hogy p, minden K feletti polinomot oszt, amelynek gyodke «,
s6t, pontosan ezeket osztja. Ez a legkisebb foku polinom K[x]-ben, aminek gyoke a, tehat irreducibilis K felett.

7.10.6 Definicié: a fenti p, polinomot o minimalpolinomjanak hivjuk. Ez pontosan akkor els6fokd, ha aeK.
Ha hangsdlyozni akarjuk, hogy az 1 féegytitthatéja minimalpolinomrél beszéliink, akkor o kanonikus
polinomjanak nevezziik.

7.10.7 Definici6: az L|K bévités egyszerd, ha JaeL: K(a)=L.

7.10.8 Definicié: legyen acL|K algebrai K felett, a minimalpolinomja n-edfokd (ekkor n>1). Ekkor K a-val
valo bévitése K(or)={ap+aa’+...+a,_ 1" "|a;eK}. Az dsszeadéast tgy végezziik, mintha a polinomjairél lenne szo.
A szorzéasndl viszont a szorzatpolinomot maradékosan elosztjuk p,-val és az igy kapott polinom lesz a szorzés
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eredménye. Kiszdmolhat6, hogy igy testet kapunk és nyilvan K(a)|K. A bévités foka (K(a):K)=n=degp,, mert
{ak|0£k<n} bazisa K(a)y -nak.

7.10.9 Allitas: legyen acL|K, feM|K és legyen a minimalpolinomjuk azonos. Ekkor K(a)|K=K(B)|K.
Bizonyitas: rendelje pa (-, a0")eK(a) elemhez (3= a,85)eK(B)-t. Szerencsénk van, izomorfizmus.
Az llitas megforditasa nem igaz, mert C|Q-ban Q(2)=Q(1++2), de a minimalpolinomok x?=2 és x?-2x—1.

7.10.10 Definici6: legyen p n-edfokq, irreducibilis polinom K felett. Létre szeretnénk hozni egy K(a) testet,
amely K (lehetéleg véges) bévitése és amelyben p-nek van egy a gyoke: legyen K(a)=K[x]/ (p). Azt akarjuk belatni,
hogy (1) Kla) test, (2) Kla)>K, (3) [K(a):K] véges és (4) van olyan a K(a)-ban, ami algebrai K felett és
minimélpolinomja p.

(1): Jelolje a K(x)zK[X]/(p) természetes homomorfizmusban egy a elem képét a. Legyen §#0, ekkor p{q. K[x]
euklideszi, tehat 3(p,q) legnagyobb kozos oszto és eldall pu=qv alakban. Ez csak 1 lehet, mert p irreducibilis. Azaz
pu=qo=1, amibsl pi+3o=T1=1. j=0 miatt ez azt jelenti, hogy =7 ', azaz j-nak van inverze. Mivel j tetsz6leges
nem 0O eleme volt a faktorgydrinek, ebben minden nem 0 elemnek van inverze. Kommutativ, tehat test. Masképp:

L

ha g¢(p), akkor 1e(p,q), azaz (p) maximalis idedl K[x]-ben, ezért a faktorgytrd test.

(2): p legaldbb els6fokd, tehat K elemei paronként kiilonbozé mellékosztalyokban vannak. A mtveletek valéban
a K(a)-beli miveletek megszoritasai, tehat K(o)>K.

(3): A maradékos osztas miatt (p) minden additiv mellékosztalydban pontosan egy olyan elem van, melynek
foka alacsonyabb n-nél, azaz a mellékosztalyok megfelelnek az n-nél alacsonyabb foku K feletti polinomok
vektorterének, a bévités foka éppen n.

(4): a=x gyoke p-nek, mert a mivelettartds miatt p(¥)=p(x], ami 0. Eszerint a minimélpolinomja osztja p-t. Ez
irreducibilis, tehat azonosak (konstans szorzo erejéig a fGegytitthaté miatt).

A fentiekbdl 7.10.9 szerint kovetkezik, hogy ha K valamely L bévitésében 8 gyoke p-nek, akkor L-ben bévitve K-t
B-val egy K(a)-val izomorf bévitést kapunk. Ez azért j6, mert igy fedd test nélkiil is tudunk béviteni egy poli nom
gyokével. Erre az eljarasra azt mondjuk, hogy p gyokét adjungaljuk K-hoz.

7.10.11 Definicié: K(x) a K feletti racionalis tortfiiggvények teste, K(x)={Z§—3|p(x),q(x)el<[x],q$0}. (Ez K[x]

hanyadosteste.)
7.10.12 Definicié: o transzcendens K felett, ha nem gyoke egyetlen K feletti polinomnak sem.

7.10.13 Allitas: ha aeL|K transzcendens K felett, akkor K(a)~K(x). Ugyanis a %H% leképezés konnyen

ellendrizhetéen izomorfizmus.

s

Az ilyen bévitéseket transzcendens bévitéseknek nevezziik. Transzcendens b&vités foka mindig végtelen, hiszen
{O(k|k€ N} linearisan fiiggetlen. (Ha ezek K feletti nem trivialis linearis kombinécidjaként elGéllna a 0, az egy nem 0
polinomot adna K felett, aminek a gyoke.) Transzcendens példaul n,ecC|Q.

Belattuk, hogy minden peK[x] irreducibilis polinomhoz taldlhaté egy olyan L|K véges bévités, ahol p-nek van
gyoke. Ekkor persze minden polinomhoz van ilyen L, mert ha valamelyik r irreducibilis faktorahoz
megkonstrudljuk a megfelel§ L-t, r gyoke egyben az az eredeti polinomnak is gyoke. Ennél azonban tobb is igaz:

7.10.14 Tétel: legyen peK[x]. Ekkor létezik K-nak egy olyan L véges bdvitése, ahol p a fSegyiitthatoktol
eltekintve gyoktényez6k szorzatdra bomlik.

Bizonyitas: legyen p foka n és legyen k gytke K-ban. Legyen g, egy irreducibilis faktora. Adjungaljuk K-hoz ¢,
egy gyokét. A kapott L; test véges bévitése K-nak és itt mar legaldbb k+1 gyoke van. Bontsuk p-t irreducibilis
faktorokra L, felett, legyen az egyik tényez6 g,. Adjungéljuk L,-hez ¢, egy gyokét, igy kapjuk L,-t. Ez véges
bévitése L,-nek, igy 7.10.3 szerint véges bévitése K-nak. Folytassuk ezt addig, amig a kapott L, testben p-nek mar
n gydke van. Itt p gyoktényezskre bomlik, p=a,(x—oq)-...-(x—a,). Vegyiik most L, |K-t és ebben bévitsiik K-t sorra
ay,..., o,-el. (Ezt azért csinaljuk, hogy az L, -be belekeveredett ,felesleges” elemektSl megszabaduljunk, tehat egy
,nem tul nagy” L-hez jussunk.) Az igy kapott L=K(ay, ..., a,) test megfelel az allitas feltételeinek. El is nevezziik:
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7.10.15 Definicié: L|K felbontdsi teste peK[x]-nek, ha p L-ben felbomlik a,(x—oq)-...-(x—a,) alakban
gyoktényezok szorzatara és L=K(a, ..., o).

7.10.16 Allitas: ha L, |K és L,|K egyarant felbontési teste p-nek, akkor L, |K=L,|K.

Bizonyitas: feltehetjiikk, hogy a féegyiitthat6 1. Legyen L,-ben p=I[I;_;(x—ay), L,-ben p=IT;_;(x—pB:). Legyen
tovabba K-ban p=[Ti_1p., ahol a tényezdk irreducibilisek. a; L;-ben gyoke valamelyik p,-nak, hiszen gyoke a
szorzatuknak. p, gyoktényez6k szorzatdra bomlik L,-ben, azaz gyotke valamelyik B;, példaul B,. Ekkor ay és f;
minimdlpolinomja azonos (mégpedig p,), tehat 7.10.9 szerint K(oy)|K=K(B;)|K. Legyen az ehhez tartozé
izomorfizmus ¢; .

Ez a ¢, izomorfizmus természetes modon kiterjed egy Klay)[x]=>K(By)[x] izomorfizmussa, ami K[x]-re
megszoritva az identitds. Bontsuk fel p-t K(ay)-ben irreducibilisek szorzatdra: p=(x—ay)[lj-1q. Ekkor
per=(x —ay)er Tl (g1 és két polinomgytird izomorfidja miatt a g, tényezdk irreducibilisek. pg;=p, mert ¢, | Kix]
identitds. (x—oy)p=x—oq¢;=x—P;. Li-ben a, gyoke valamelyik g,,-nek. L,-ben valamelyik f; gyoke (g,,)¢;-nek,
legyen ez f,. Ekkor B, minimalpolinomja f2|K(ﬂ1)—ben azonos o, f1|K(a1)-beli minimalpolinomjanak ¢, szerinti
képével. 7.10.9 bizonyitasa atvihets erre az esetre is és kapjuk, hogy K(ay)(a)| K(o)=K(B,)(B,)| K(By).

Ezt folytatva az as,...,«, Ly-beli gyokokre kapjuk, hogy a L;=K(oy...o,)>K(ay...a, 1)>...>K(oy)>K és
L,=K(B;... B,)>...>K(B;)> K bévitéslancok izomorfak, specidlisan L;|K=L,|K.

7.10.17 Tétel: minden K testnek van olyan L|K bévitése, ahol K[x] minden eleme felbomlik gyoktényezsk
szorzatara.

7.10.18 Definicié: L|K algebrai, ha VaecL algebrai K felett.

Minden véges bévités algebrai, mert ha (L:K)=n és aeL, akkor {1, «, o>, o'} Ly linearisan Osszefiiggd, igy
o gyoke egy legfeliebb n-edfoku K feletti polinomnak. Sét, L>K(a)>K-ra alkalmazva 7.10.3-at K(a)|K osztéja
n-nek, tehat oo minimalpolinomjanak foka 7 osztdja.

7.10.19 Allitas: ha L|K és M|L algebrai, akkor M|K is az, tehét algebrai bGvités algebrai bévitése algebrai.

Bizonyitas: azt igazoljuk, hogy ha L|K algebrai b6vités és a algebrai K felett, akkor L felett is algebrai. Legyen
hét o gyoke az L feletti p(x)=Y}_,ax" polinomnak. Legyen L,=Kl(ay,ay,...,a) (k=0,...,n+1) és L'=L,(a). Ekkor a
7.10.10-ben megadott konsrtukciobol (My:K), (Liq:L;) @ 0<k<n és (L':L,) rendre végesek, azaz 7.10.3 szerint
L'|K is véges bévités. Az elébbi definicishoz ftizott megjegyzésiink értelmében L'|K algebrai, igy aeL’ algebrai K
felett.

7.10.20 Allitas: legyen L|K tetszéleges bovités, K;={aeL | algebrai K felett} . Ekkor K; résztestje L-nek.

Bizonyitas: azt kell belatnunk, hogy ha o, BeL|K algebrai K felett, akkor a+B,a+B,aB,% is algebrai K felett.
Mindezek az elemek benne vannak a K(a,B)|K véges, tehat algebrai b6vitésben. Eszerint valéban algebraiak K
felett.

7.10.21 Tétel: minden K testnek van olyan L|K algebrai bévitése, ahol K[x] minden eleme felbomlik
gyoktényezbk szorzatéra.
Bizonyitas: tudjuk (pontosabban elhittiik), hogy létezik egy L*|K nem feltétleniil algebrai bévités, ahol K[x]

minden eleme felbomlik. Legyen L az L*|K-beli algebrai elemek halmaza. Ez 7.10.20 szerint algebrai bévitése K-nak
és itt is felbomlik K[x] minden eleme gyoktényezdkre, hiszen a gyokok mind algebraiak, igy L-ben vannak.

Definici6: az algebrai szamok halmaza kifejezés alatt 4ltalaban C|Q algebrai elemeinek A testét értjiik.

7.10.22 Definici6: aeC algebrai egész, ha gytke egy 1 fGegyiitthatéju peZ[x] polinomnak. Az algebrai
egészek halmazat Q-val jeloljiik.

7.10.23 Allitds: ac@Q < kanonikus polinomja egész egyiitthatds.

Bizonyitas: = : legyen a kanonikus polinomja g. Tudjuk, hogy 3p=x"+3; gax"eZ[x], hogy p(a)=0. Eszerint
q|p (mint Q feletti polinom), azaz 3reQ[x]: p=gr. p és q fGegyiitthatSja 1, tehat r féegyiitthatsja is. Tudjuk, hogy
egyértelmien léteznek olyan ¢,c'eQ’ konstansok, hogy cq és ¢'r primitiv egész egyiitthats polinomok. Ekkor
cc-p=cq-c'r. Primitiv polinomok szorzata primitiv, tehat cc-p primitiv. p mar eredetileg is primitiv volt, mert egész



Gyiiriik 19. oldal

egyiitthatos és 1 a f6egyiitthatoja, tehat cc’'=1. c és ¢’ rendre a cq,c'reZ[x] polinomok fSegyiitthatoi, tehat pozitiv
egészek. Igy hat c=c'=1 = g=qceZ[x], a bizonyitandé allitas.

< haakanonikus polinom geZ[x], akkor g(a)=0 miatt aeQ, hiszen g féegyiitthatdja 1.

Megjegyzés: QNQ=Z, mert qeQ kanonikus polinomja x—¢, ami pontosan akkor egész egytitthatés, ha geZ.
Eszerint Qc A val6di tartalmazas.

7.10.24 Allitas: Q részgytrdje C-nek, de nem test.

1. Lemma: legyen oy, ..., o,€Q). Ekkor taldlhaté olyan S részgytrd C-ben, hogy Z<5<C, «,...,a,€S és S mint
Z-modulus végesen generalt.

Bizonyitis: legyen o; kanonikus polinomjanak foka nli), azaz O(i”(i)zbi,n(,-),lo(f(i)_1+...+b,-,10(,-+ b;o. Ekkor a
T, o |0<k(i)<nl(i)} véges halmaz elemeinek 6sszes Z egyiitthatés linedris kombinaci6i egyrészt eydrt alkotnak,
i=1% g gy gy gy
masrészt egy oy, ..., a,-t és Z-t tartalmazé Z-modulust. Ez tehat megfelel S-nek.

2. Lemma: ha S olyan részgydrd C-ben, amelyre Z<S<C és ami mint Z-modulus végesen generalt, tovabba
ae$, akkor aeQ.

Bizonyitis: legyen 75=7{yi,...,y,). S gytrd = oay,eS = el6all ay=3",a;y; : a;cZ alakban. Tehat az
AnXq+...+(a;—a)xi+a,x,=0 (i=1...n) homogén linearis egyenletrendszernek van nem trividlis megoldésa,
nevezetesen (yy,...,1,). Matrixdnak determinansa tehat 0. Ennek a matrixnak a féatléjaban az (4;— o) elemek
vannak, minden mas elem egész. A determindnst kifejtve tehat egy (—1)" flegyiitthatoju egész egyiitthatos

polinomjat kapjuk a-nak, ami 0. Ekkor a definicié szerint algebrai egész.

Bizonyitas: legyen o, feQ. Készitsiik el az els6 lemma szerint 1étezé S részgytrdt C-ben, ami fedi Z-t, o-t, -t
és mint Z-modulus végesen generalt. Ebben benne lesz o+f,a—f és aff, igy ezek a masodik lemma szerint
algebrai egészek.

Megjegyzés:

Q nyilvan egységelemes integritdsi tartomany. Persze nagyon megoriilnénk, ha tudnank csindlni neki egy
szdmelméletet, csak sajnos nem lehet, mert nincsenek benne irreducibilis elemek. Ugyanis ha a<Q, akkor nyilvan
VaeQ, igy a=+oa/a. Ez vagy egy nem trividlis felbontdsa a-nak, vagy JaeU(Q). Ez utobbi esetben viszont o is
egység, tehat nem nevezziik irreducibilisnek.

Sokkal érdekesebbek a KNQ gytirdk, ahol K|Q egy véges (n-edfokt) bévités. Ezt a témakort hivjak az algebrai
egészek szamelméletének. n=1 esetén K=Q, tehat Z-t kapjuk (ezért szoktdk Z-t néha ,racionélis egészek” névvel
illetni).

s

Ha n=2, akkor K=Q(«) egyszert bévités, ahol a kanonikus polinomja masodfok, x24+2ax+b : a,beQ . Ennek
3B=(-a+d)eC gyoke, ahol d=a’~b. Ekkor Q(oa)~Q(B)=Q(Vd). Feltehets, hogy d négyzetmentes egész, tovabba
nem 0 vagy 1 (ez a két eset érdektelen). Az is latszik, hogy ha d; és d, kiilonb6z6, a fenti feltételeknek megfeleld
szamok, akkor QWd;)#Q(d,), mert x*~d; pontosan az egyikben bomlik fel.

7.10.25 Allitas: Q(d)NQ=R,.

Bizonyitas: Q(d) egy tetsz6leges a eleme egyértelmten irhato fel azﬂ alakban, ahol a,beZ,ceZ” és
(a,b,c)=1. Ekkor czaz—Zcu-oHuz—bzd:O, tehdt o kanonikus polinomja xz—%-x+%ﬂ1—2. Kiszdmolhat6, hogy ez
d=2,3 (mod 4) esetén pontosan akkor egész egyiitthatés, ha ¢=1. Ha d=1 (mod 4), akkor ezen kiviil még akkor is,

ha c=2 és a,b paratlan. Eppen R; elemeit kaptuk.

7.11 Transzcendens valds szamok

Ebben a részben azt bizonyitjuk be, hogy léteznek transzcendens valés szamok. Eldszor megemlitiink néhany
allitast bizonyitas nélkiil.

Definicié: az r=£eQ szam flq) pontossdggal kozeliti az aeR szamot, ha |r—o| <flq).
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Tétel: minden o irraciondlis szam Végtelen sok racionalis szammal kozelithet6 =— pontossaggal. Ez a becslés

éles, mert % nem kozelithet6 ennél jobban (—=-nél kisebb konstansra vagy 2-nél nagyobb kitevére csak véges sok

5
esetben).

Tétel (Liouville, 1844): ha o n—edfoka algebrai, akkor csak véges sok raciondlis szdm kozelitheti qil
pontossaggal. Ezért ZneN% transzcendens, mert részletosszegei tal jol kozelitik (k 1-nél nagyobb pozitiv egész).

Tétel (Thue-Siegel): ha o n—edfoka algebrai és ceR tetszéleges, akkor a-t csak véges sok raciondlis szam
kozelitheti qin pontossaggal.

Tétel (Roth): ha o n—edfoka algebrai, n>3 és £>0, akkor a-t csak véges sok raciondlis szam kozelitheti #
pontossaggal.

7.11.1 Tétel (Cantor,1874): |A|=X,<|R|, tehat nem lehet minden val6s szdm algebrai.

Bizonyitas: leellendrizhet§, hogy megszamlalhaté sok egész egyiitthatds egy fGegyiitthatds polinom van és
mindegyiknek véges sok gyoke. Igy az 6sszes ilyen gyok még mindig megszamlalhat6, A pedig ezek halmaza.

Ez ut6bbi tétel aproé szépséghibdja, hogy nem mutat nekiink egyetlen transzcendens szamot sem. Liouville
tételébdl pedig csak egy felettébb érdektelen szamroél tudtuk meg, hogy transzcendens. Ezzel persze nem elégsziink
meg.

7.11.2 Tétel (Hermite, 1873): e transzcendens.

Bizonyitas: e azon tulajdonsagit fogjuk hasznalni, hogy sx(e*)=¢". (Meg persze tobb analizisbeli tételt.)
tecA, azaz O a,e"+a, " +...+@e+a,=0, ahol a,€Z és ay=0. Legyen glx)=x""x=1P(x=2)....x~m) és
flx)= (_pg(l_l" mindkett§ (mp+p—1)-edfoka polinom. Legyen F(x)=f(x)+f/(x)+f"(x)+...+f "+~ Y(x). Ekkor
(e “Flx))=e *(F'(x)—F(x)) = —¢ *flx). Ezt felhasznalva:
ae/ /] “fla)dx= ae/ [e " F(x ]ﬂ{:O:uj‘e’-(F(O)—e_/F(j)) Osszegezve j=0,1,...,m —re:

j:oajej'/oj(f fx)dX=F(0)'(Z;"oae]) Y%0a-F(j)  Jeloljeaezt S,.

A jobb oldal els6 tagja [ szerint 0. A masik osszeget kibontva S,=—372 %1% a,f"(j). Azt éllitjuk, hogy a
j=0,i=p—1 eset kivételével ennek a kett&s tsszegnek minden tagja egy p—vel oszthat6 egész szam.

Tekintsiik el6szor a j#0 esetet. Ekkor a g(x)=x"""(x=1)...(x—j)...(x—m) szorzatot i—szer derivalva egy soktagt
osszeget kapunk. Ennek minden &(x) tagjaban szerepel tényezéként (x ]) valahanyadik (k.-edik) derivaltja. Ha
k§>p, akkor ((x—j) ) =0, tehat £=0. Ha k.<p, akkor (x—j) osztja ((x—j)’ ) -t, tehat annak gyoke x=j, igy &(j)=0
fgy a tagok Osszegét elosztva (p—1)!-al tovabbra is 0-t kapunk, masrészt af -t, ezért az 0. Ha k.=p, akkor
((x—j) ) =p! miatt &£(j) oszthat6 p!-al, igy (p—1)!-al osztva is p t&bbszorose lesz.

Ha j=0, de i#p-1, akkor a g(x) szorzat i-edik derivaltjanak egy ((x) tagja a fenti modon csak akkor nem 0-t
vesz fel x=j=0-ban, ha x"~" pontosan p—1-szer derivalva szerepel benne. Ez csak i>p esetén fordulhat el6, azaz
¢-ben még legalébb egy (x—k) -nek legalébb az els6 derivaltja szerepel tényezsként. Igy hét

C(x)z(xp_l)(p_l)-...-((x—k)”)(d)-...z(p—l)! -...-(p(p—l)...(p—d+1))‘...=p!‘...,

ahol minden ki nem irt tényez§ egész egyiitthatos polinomja x—nek. Tehat ¢(x,) minden ¢ tagra és minden egész x,
—ra oszthat6 lesz p!-al, igy az dsszegiik, g(x) is. Ezt alkalmazva x,=j-re, elosztva (p—1)!-al és megszorozva acZ
-vel kapjuk, hogy af”(j) p-vel oszthat6 egész.

A j=0,i=p—-1 esetben is csak ugy kaphatunk nem 0 tagot g(x) i-edik derivaltjaban az x=j=0 behelyettesitésnél,
ha a tagban x”™" (p—1)-edik derivéltja szerepel. Egyetlen ilyen tag van, mégpedig 9(x)=(xpfl)(pfn-(x—l)p... (x—-m).
Tehat g(p_l)(0)=9(0)=(p—1)!-(—1)”-(—2)”-...‘(—m)p= (p=1)-(=1)"(m!)’, azaz aqu_l)(O)zao(—1)”'”-(111!)”.

Ha p egy max( —nél nagyobb prim, akkor ez egy p—vel nem oszthaté egész, mig S, Osszegalakjanak
tobbi tagja oszthat6 p-vel. Eszerint 5,€Z,p{S, = S,eZ~{0} = O [S,|21.

| 1 mmp+p—1

Tekintsiik S, baloldali felirasat. Vegyiik észre, hogy 0<x<m esetén | flx) =T

. Ezt minden tagra
alkalmazva
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<[5}k laehj] ) 15

cor mp+p-1

15,1 = |} omel [l flx)dx| <o lae” [ | <(

Ha p—oo, akkor ez a kifejezés 0-hoz tart, mert p exponenc1ahs fiiggvényének és (p—1)!-nak a hanyadosa.
Viszont 0 szerint tetsz6legesen nagy p talélhat6, amelyre | Sp| >1, 4.

7.11.3 Tétel (Lindemann, 1882): n transzcendens.
Bizonyitas: elég belatni, hogy i-n transzcendens. Ehhez tobbek kozt azt hasznaljuk, hogy e'*=cosa+i-sina,
tehat e"+1=0. 19,(x)=IT.,(x—o;)eQ[x], melynek gyvke in, azaz pl. ay=in. Legyen H={oy, ay,...,a,}. Ekkor

(e1+1)(e*2+1)...(e™+1)=0, hiszen az els6 tényez6 0. Kiszorozva ZGQH(eZ“Eg“)ZO Legyen 9( ) (2<s<n) az az 1
féegytitthatos polinom, melynek gyokei az o;-k s tagt Osszegei, azaz {Y,ca :

9,(x) egyiitthatoi
elGjeltsl eltekintve gyokei elemi szimmetrikus polinomjai. A gyokok valasztdsa miatt ezek egész egyliitthatos
szimmetrikus polinomjai o;...«,-nek, tehat egész egyiitthatés polinomjai ..., elemi szimmetrikus
polinomjainak, melyek 9, egytitthatoi, azaz racionalisak.

Eszerint 9*(x)=IT.;9/(x)eQ[x]. Ahanyszor 0 el6all, mint néhany (legalabb 0) kiilsnb6z6 «; Ssszege, annyiszoros
(jelolje k) gyoke 9"-nak 0. Minthogy 0 darab «o; osszege 0, k>1. Leosztva 9*-t x*—al és megszorozva egyiitthat6i
koz8s nevezdjével egy 9(x)=cx'+cx’ ' +...+c,eZ[x] polinomot kapunk, ahol c,c,#0 és a fi,B,,..., B, gyokokre

teljestil 0=(e"+1)(e”2+1)...e"™"+1)= ePraeP v +ePrt(e®+...+¢”), ahol a zarojelben pontosan k darab ¢’=1 van. Tehat

G el tefr=—k.

Legyen g(x)=x"""(9(x)), f(x)z(pi%-g( ) és Flx)=flx)+f(x)+.. +f“”+” U(x). Ekkor J=(e”* -F(x))=—¢""f(x), amibdl
/ “fly)dy=e *-F(x)—F(0). Beszorozva e"-el és y=Ax-et helyettesitve

F(x)—ex'P(O)z—x/ el f()\x)d)\ /2 )ix=B1, By, B, B
r r r 1 .
O kFO+ S =5 FIB) -3¢ F0) = 5 B[ ¢ IfA A
Tekintsiik 0,=3_ gm(ﬂj) -t. 0<t<p esetén ezt osztja 9, hiszen g-t osztja 9”. 9-nak gyske B;, igy 0,=0

Legyen most p<t<rp+p-1. Csak azokkal a tagokkal kell foglalkoznunk, ahol 9" legalabb p-szer derivalva
szerepel tényezoként. Ezek 6sszegébdl kiemelve a (97 ") b6l szérmaz6é p! szorzétényezGt a maradék szimmetrikus,
egész egytitthatos és legfeljebb rp foku polinomja f;... 8,-nek, tehat el6all azok elemi szimmetrikus polinomjainak
legfeljebb rp foku egész egyiitthatés polinomjaként és 6/f;... 8,)=5%-(~1)". Igy ha a teljes 6sszeget megszorozzuk
= :, -el, akkor a nevezd6k elszéllnak, p!-bél pedig marad még p, tehdt egy p-vel oszthaté egész szamot kapunk,
masrészt 3 S (Bj)-t. Eszerint ¥ F(B;)=%/_; X175~ ! (B]) egy p-vel oszthato egész szam.

£(0) p-vel oszthat6 egész, ha t#p—1. (Ha egy & tagban x”~'-t nem pont p—1-szer derivaljuk, akkor 0-ban &
elttinik. Ha pont ennyiszer és t#p—1, akkor 97 —t legalabb egyszer. x*~' derivalasabol jon egy (p—1)! szorz6, ami
Kiejti a nevez6t, 9 derivalasdbol jon egy p szorzé és minden tényezd egész, ha x egész.) t=p—1 esetén f(0)=c”-c!.
Ezek szerint F(0)=37¢"" f7(0) egész és F(0)=c-c! (modp).

Osszefoglalva: O bal oldala egész és =k-c"-c! (modp), ami p>max(k, |c|,|c,|) prim esetén nem oszthaté p-vel,
hiszen k,c,c,#0. Igy hat |bal oldal| >1 ha p ilyen.

Legyen ml(j)=supo;<1 | 9(AB;)] . Igy ha 0<A<1, akkor |f(AB;) |< o el BilP ! [mlj)|” és O jobb oldalénak

abszolutértéke feliilrél becstilhetd = || |B]|p b mij) |7 -vel. Ez p—>oo esetén 0-hoz tart. Viszont végtelen

b~ 1)'
sok peN szdmra lesz az abszolutérték legalabb 1, J.

7.12 Szerkeszthetdség

A euklideszi sikon szerkesztés alatt azt értjiik, hogy valamilyen adott pontokbél és tavolsagokbol (megjegyzés:
egy d tavolsagot meg lehet adni két ponttal, tehat elég pontokat megadni) kiindulva véges sok lépést végziink,
melyek mindegyike az aldbbiak valamelyike:

(1) kétismert egyenes metszésponjanak kijelolése (egy egyenes ismert, ha adott két pontja);

(2) egy ismert korvonal és egy ismert egyenes metszéspontjanak kijelolése (egy kor ismert, ha adott a
kozéppontja és a sugara, azaz a kozéppontja és a keriilet egy pontja);

(3) kétismert korvonal metszéspontjanak kijelolése.
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Egy d hosszasag ismert, ha ismert két pont, melyekrsl tudjuk, hogy tavolsaguk |d|. Egy ¢ szog szerkeszthets,
ha tudunk olyan egyenespart szerkeszteni, melyek szoge .

7.12.1 Definicié: o szerkeszthet6 a HCR halmazbdl, ha tudunk szerkeszteni egy o (a<0 esetén —a) hosszt
szakaszt, amennyiben adott szimunkra minden aeH-ra egy a hossza szakasz. (Altalaban 1eH-t megkoveteljiik.)
Vegytik észre, hogy ha K&R minden eleme szerkeszthet6 H-bol és a szerkeszthets K-bdl, akkor H-bdl is.

7.12.2 Tétel: H={1}-b6l tetsz6leges LeQ" szerkeszthetd. (Ld. parhuzamos szel6k tétele.)

7.12.3 Tétel: {a,b,c}-bsl szerkeszthets aib,%,\/ab és barmilyen %eQ racionalis szdmhoz (értsd: nem
tavolsagként adott, hanem mint két egész szam hanyadosa) £-a.

Bizonyitas: a+b trividlisan, 2 és £-a a parhuzamos szeldk tételével. ab -hez vegyiink fel az e egyenesen sorra
A,B,C pontokat ugy, hogy AB=a,BC=b legyen. Messiik el az AC szakasz felez6pontja kézept 3> sugart kort az

e-re B-ben allitott merdleges egyenessel, a metszéspontok legyenek M és N. Ekkor BM=+/ab lesz.
Kovetkezmény: ha 1,a,beH, akkor H-bol szerkeszthetd a’l,ub,\/ﬁ,%.

7.12.4 Kovetkezmény: ha 1€H, akkor a H-bdl szerkeszthet6 szakaszok K halmaza résztestje R-nek és bévitése
Q-nak.

Minthogy 1e€H feltételezése legfeljebb a sik atskalazasat jelenti, a fenti kovetkezmény miatt szorithozhatunk

P

azokra az esetekre, ahol H=K az R|Q bévités egy kozbiils teste..

Megjegyzés: tekinthetjiik tovabba a sikot C-nek is. Ez esetben zeC definici6 szerint akkor szerkeszthetS a
HcC halmazbdl, ha megszerkeszthet§, amennyiben adottak H pontjai a komplex sikon (a komplex sikhoz
automatikusan jar origd). Ismét elég az 1eH esettel foglalkozni, hiszen z pontosan akkor szerkeszthet6 H-bdl, ha
za " szerkeszthet6 H-a'-b6l. Persze H={1}-b6l mar minden racionalis koordinataja pont megszerkeszthetd,
specialisan a valés tengely is. Ha pedig van valds tengely, akkor lehet ré tiikkrozni, azaz konjugalni. Igy az alabbi
miveletek elvégezhetSek szerkesztéssel: dsszeadds, ellentettképzés, konjugalas, valés és képzetes rész képzése,
szorzds, osztas; tovdbbd a négyzetgyokvonas is. Ismét elég tehdt a C|Q bdvités kozbiilsé testei koziil vélasztani
H-t. Vegyiik észre, hogy a masodfoktl polinom megoldoképlete szerint a K kozbiilsé testb6l minden K feletti
legfeljebb masodfokd polinom gyokei szerkeszthetSek. Konnyen lathatéan ugyanakkor szerkeszthetd K-bol
z=r(cos p+i-sing), {r, ¢} vagy {Rez,Imz}. Specidlisan aeR,K<R esetén a szerkeszthetSségre adott két definicionk
ekvivalens.

7.12.5 Tétel: (1) ha aeR szerkeszthets a K<R résztestbl, akkor (K(a):K) 2-hatvany és (2) ha zeC
szerkeszthetd a K<C résztestbdl, akkor (K(z): K) 2-hatvény. Speciélisan ha o ill. z szerkesztheté Q-bol, akkor ¢7g(a)
ill. grg(z)2-hatvany.

(Elsbbi megjegyzésiink vége szerint elég lenne (2)-t belatni. Azért belatjuk kiilon (1)-et is.)

Bizonyitas: (1) legyenek a tavolsdgok gy megadva, hogy adott egy e egyenes, azon egy O pont és VdeK-ra
adott egy P,ce pont O-t6l d tavolsagra. Helyezziik el a sikot egy Descartes-féle koordinata-rendszerbe gy, hogy az
origd O, az x tengely e legyen. Most minden fellépS tavolsag és minden ismert pont mindkét koordinataja 2-
hatvany rendd R|K-ban (mind K-beli). Azt akarjuk belatni, hogy ez a tulajdonsag tetszéleges szerkesztési alaplépés
soran megmarad. Minthogy a tavolsagok elGallnak a koordinatakbol osszeadds, kivonds, szorzas és gyokvonas
segitségével (Pitagorasz-tétel), elegendd a koordinatakra vonatkozo tulajdonsag megmaradasat belatni.

Két egyenes metszéspontja egy olyan 2x2-es linearis egyenletrendszer megoldédsa, melynek egyiitthat6i az
ismert pontok koordinataibdl az alapmitiveletekkel megkaphatéak. Ez benn marad a K kiindulési testben.

Egy ismert egyenes és kor metszéspontjai elallnak egy x*+y’+ax+by+c=0, Ax+By+C=0 alaka
egyenletrendszer megoldasaiként, ahol az egytitthatok - mint fent - K-beliek. A megoldasok koordinatai legfeljebb
mésodfokiak R|K-ban, tehat benne vannak egy L|K 2-hatvany rendd bévitésben.

Két kor metszéspontjai elGallnak egy x’+y’+ax+by+c=0, x°+y°+Ax+By+C=0 alaka egyenletrendszer
megoldasaként. Ez ekvivalens az x°+y°+ax+by+c=0, (a—A)x+(b—B)y+(c—C)=0 egyenletrendszerrel, amelyiknek
megoldasai ismét 2-hatvany rendd bévitései K-nak. Ezzel az allitast belattuk.



Gyiiriik 23. oldal

(2) Ugyanigy belathat6, hogy minden szerkesztési 1épés egy els6- vagy masodfokt polinom megoldasat jelenti,

s

tehat 2-hatvany rendd bévitést eredményez.

Megjegyzés: a tétel megforditdsa nem igaz - z pontosan akkor szerkeszthets K-bél, ha K(z)|K megkaphato
masodfoki bévitések egymasutanjaként, ami nem minden 2-hatvany rendd z-re all fenn.

7.12.6 Tétel: az alabbi szerkesztési feladatok nem oldhatéak meg;:
(1) adott egy kocka (marmint az éle). Szerkessziink olyan kockat (az élét), melynek térfogata a megadott
kocka térfogatanak kétszerese;
(2) harmadoljunk el egy megadott szoget;
(3) “kornégyszogesités” - adott egy kor, szerkessziink vele azonos teriiletd négyzetet.

Bizonyitas:
(1) valasszuk egységnek a megadott kocka élét. Feladatunk 32 szerkesztése, de gro(¥2)=3.

(2) azt latjuk be, hogy 20° nem szerkeszthetd Q-bol, pedig 60° igen. ¢ pontosan akkor szerkesztheté Q-bol, ha
cosp szerkeszthets. A cos(3¢)=4cos’p—3cose képletb6l cos(3-20°)=3 felhasznalasaval azmzﬂ gyoke az

x°=3x—-1=0 egyenletnek. Ez sajnos irreducibilis, tehat grg(a)=3, cos20° nem szerkeszthetd.
(3) valasszuk egységnek a kor sugarat, ekkor feladatunk r szerkesztése Q-bol, de /rtranszcendens.

7.12.7 Tétel (Gauss): pontosan azon neN (n23) szamokra szerkeszthet6 szabélyos n-szdg, melyek 2TIp;
alakba irhatéak, ahol keN és a p;-k 2> +1 alaku (Gn. Fermat-)primek.

Ehhez elég az éllitast paratlan primek hatvanyaira belatni, azaz hogy p=>3 primre szabalyos p*-szog pontosan
akkor szerkeszthet§, ha p Fermat-prim és k=1. Mi csak azt latjuk be (nagyjabol), hogy a feltétel sziikséges.

Pontosan akkor tudunk szabalyos pk—széget szerkeszteni, ha meg tudjuk szerkeszteni valamelyik pk—adik
primitiv egységgyokot, &,i—t. Ha ¢, szerkeszthetS, akkor foka 2-hatvany. Kanonikus polinomja @,(x), mert ez
irreducibilis, egész egyiitthatos, 1 a fGegytitthat6ja és gyoke &,. Ennek foka p—1, tehat p mindenesetre 2"+1 alaka
kell legyen. Ha m-nek lenne egy 1-nél nagyobb pératlan oszt6ja, azaz m=q-(2r+1) éllna fenn valamely g,reZ"
szamokra, akkor a=2" jeloléssel p=(a”""'~(-1)""")=(a+1):(Xo(-a)) - mivel mindkét tényezS 1-nél nagyobb -
ellentmodana annak, hogy p prim. Tehdt m 2-hatvany és p=2m+1=22k+1. Ha valamely k>2-re szerkeszthetd
szabélyos p*-szog, akkor k=2-re is, tehat szerkeszthet6 &,. Bz gyoke a

polinomnalf. Némi faradsaggal beldthat, hogy @, irreducibilis, igy grgle,2)=deg(®,2)=p-(p—1), ami nem
2-hatvény. Igy ¢, nem szerkeszthetd.
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