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8. Kategoriak, funktorok

8.1 Kategoériak

8.1.1 Definicié: kategoéria egy olyan C strukttra, amely objektumokbdl és morfizmusokbdl all.

Az objektumok egy ObC nevid dologban (halmazelméleti elnevezése: osztdly) vannak; lehetnek tobb, mint
halmaznyian és semmiféle megkotés nincs rajuk. Minden A,BeObC-re létezik egy hom(A,B) halmaz.
Morfizmusoknak ezen halmazok elemeit nevezziik. Az alabbi tulajdonsagokkal rendelkeznek:

(C1) hom(A,B)Nhom(A’,B')=0 , kivéve az A=A',B=B’ esetet (tehat minden morfizmus egy jol meghatarozott
rendezett objektumparhoz tartozik).

(C2) fehom(A,B),gehom(C,D) morfizmusokhoz pontosan B=C esetén létezik egy gfehom(A,D) morfizmus,

(C3) fehom(A,B),gehom(B,C),hehom(C,D) esetén h(gf)=(hg)f, tehat ahol van értelme asszociativitasrol
beszélni, ott teljestil.

(C4) VAeObC31,ehom(A,A)VBeObC: (Vfehom(A,B): fl,=f és Vgehom(B,A): 1,4=g, tehat minden
objektumhoz tartozik egy olyan A-bdél A-ba mendé morfizmus, amely az A-bél indulé és az A-ba mend
morfizmusokra nézve egységelemként viselkedik (ez nyilvan egyértelmd).

Vegyiik észre, hogy A#B esetén hom(A, B) nyugodtan lehet @, de |hom(A,A)|> |[{1,}|=1.
pehom(A, B)-re gyakran a ¢: A— B jeloléssel utalunk.
Példak:

- a Set kategoria objektumai a halmazok, morfizmusai a leképezések.

- Fin objektumai a véges csoportok, morfizmusai a koztiik futé homomorfizmusok.

- Gr objektumai a csoportok, morfizmusai a homomorfizmusok.

- Ab objektumai az Abel-csoportok, morfizmusai a homomorfizmusok.

- Top objektumai a topologikus terek, morfizmusai a folytonos leképezések.

- legyen M egy monoid, mas néven egységelemes félcsoport. Legyen ObC={M} és hom(M,M)=M. Igy egy
kategoriat kapunk.

- legyen (H, <) egy részbenrendezett halmaz. Definidljuk a C kategoriat ugy, hogy ObC=H és ha a<b,
akkor |h0m(a, b) | =1, kiilonben hom(a,b)=0. A részbenrendezés tranzitivitidsa miatt tudjuk definialni a szorzast és el
sem tudjuk keriilni, hogy az asszociativ legyen. A reflexivitdas miatt hom(a,a) nem iires és egyetlen eleme
menthetetlentil lokalis egységelem.

- legyen R egységelemes gytrd. Ekkor zM ill. My objektumai az R feletti bal- ill. jobboldali modulusok,
morfizmusai a homomorfizmusok.

8.1.2 Definicié: az A kategoria részkategéridja B-nek, ha (1) ObA<ObB (részosztalya; a bal oldal minden
eleme eleme a jobb oldalnak is) és (2) VC,DeObA: hom,C,D)Shomy(C,D) . Jelolése A=B. Ha (2)-nél mindig
egyenlGség teljestil, akkor teljes részkategoriarél beszéliink. Példaul Ab teljes részkategoriaja Gr-nek, nem teljes
részkategoridja Set-nek.

8.1.3 Definici6: @ehom(A,B) izomorfizmus (réviden izo), ha 3¢ 'chom(B,A): (@ ‘=15 és ¢ '¢=1,), azaz ha
van inverze. Konnyen lathat6, hogy ha létezik inverz, akkor egyértelmd. 1, mindig izomorfizmus és
izomorfizmusok szorzata, inverze izomorfizmus.

8.1.4 Definicié: A és B izomorfak a C Kkategéridban, ha talalhaté ¢:A—B izomorfizmus. Ez egy
ekvivalenciarelacié Ob C. Jelolése A=~B.

8.1.5 Definici6: C kategéria oppozit kategoridja az a C”, melynek objektumai megegyeznek ObC elemei,
morfizmusai pedig C morfizmusainak megforditasai, azaz homgr(A, B)=homy(B,A) és az «,f C”-beli morfizmusok
Ba szorzata pontosan akkor definialt, ha C-ben Joff és ekkor ezzel egyenlS. Nyilvan a C%-beli szorzés is
asszociativ és VAeOb C”-raa C-beli 1, C”-ban is lokalis egység. Ez tehat valoban kategoria.
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8.1.6 Definicio: a C kategoridban a ¢ehom(A, B) morfizmus mono(morfizmus), ha VCeObCV «, Behom(C,A):
(pa=¢B = a=p). Epi(morfizmus), ha VDeObCV«,fBechom(B,D): (ap=Pf¢p = o=f). Ezek nyilvan duélis
fogalmak (C monomorfizmusai éppen C” epimorfizmusai).

8.1.7 Megjegyzés: ha C'cC és C' egy morfizmusa C-ben mono- ill. epimorfizmus, akkor C’-ben is, mert a
definici6 feltételei 6roklédnek.

8.1.8 Allitas: Set monomorfizmusai az injektiv, epimorfizmusai a sziirjektiv leképezések.

Bizonyitas: legyen elGszor ¢: A—B injektiv, o, f:C—A és pa=¢B. VxeC: ¢lalx))=(pa)x)=(¢B)(x)=¢(B(x)). ¢
injektivitasa miatt ebbdl kovetkezik VxeC: alx)=p(x), tehat a=p. Ha ¢: A— B nem injektiv, akkor 3a,a'€A, hogy
aza’ de ¢la)=¢la’). Ekkor C={x}, o:x—a, a:x—a valasztissal a=p de @a=¢@pf=(x—¢la)), tehat ¢ nem
epimorfizmus. A masik allitas hasonléan bizonyithat6.

8.1.9 Allitas: ha ¢ izomorfizmus, akkor epimorfizmus és monomorfizmus.

Bizonyitas: minthogy az izomorfizmus definiciéja 6nmaga duaélisa, elég belatni, hogy ¢ monomorfizmus.
Legyen ¢ '¢=1, és pa=¢p. Ekkor az asszociativitas miatt a=1,a=¢ (pa)=¢ (pB)=1,8=p.

Megjegyzés: az allitdas megforditdsa nem minden kategoriaban igaz (tehat egy epi- és monomorfizmus nem
feltétlentil izomorfizmus).

8.1.10 Allitas: zM-ben a monomorfizmusok az injektiv homomorfizmusok.
Bizonyitas: haa ¢: M— N injektiv leképezés morfizmusa yM-nek, akkor pMC Set miatt monomorfizmus.

Ha ¢ nem injektiv, akkor magja nem {0}, tehat van két kiilonb6z6 m és m' eleme. Legyen C az zR szabad
modulus és legyen az «, 8: xRR—M homomorfizmusokra o(1)=m és B(1)=m' (mindkét egyenlSség egyértelmden
meghatdroz egy pR—(m)<Kere ill. egy rR—(m')<Kere homomorfizmust). Ezekre ¢oa=¢B=0, hiszen
Ima,ImB<Kerp. Viszont o# 3, tehat ¢ nem monomorfizmus.

8.1.11 Allitas: M epimorfizmusai a sziirjektiv homomorfizmusok.

Bizonyitas: zfMC Set miatt minden sziirjektiv homomorfizmus epimorfizmus. Ha ¢:M—N nem sziirjektiv,
azaz Ime<N, akkor a-nak az N—N/Inp természetes homomorfizmust, B-nak az N—>N/Im¢
nullhomomorfizmust valasztva o#f, de a@=p¢=0.

Kovetkezmény: M izomorfizmusai a bijektiv homomorfizmusok (persze be kell még latni, hogy ezek valéban
izomorfizmusok, de ez trivialis).

8.1.12 Definiciéo: AcObC kezdGobjektum, ha VBeObC: |h0m(A, B) | =1; végobjektum, ha
VCeObCC: |h0m(C,A) | =1. Zérbéobjektum, ha mindkét feltétel teljestil.

8.1.13 Allitas: legyen Z és Z' zéréobjektum C-ben. Ekkor Z és Z' izomorfak, tovébba tetszdleges A,B
objektumokra ésaz o:A—Z, o':A—Z', B:Z—B, f':Z'—B morfizmusokra fa=f"a’.
Bizonyitas: legyen ¢ az egyetlen Z—Z' morfizmus, ¢~ ' pedig az egyetlen Z'—Z morfizmus. Ekkor ¢ ' az

egyetlen Z'— Z'morfizmus, tehat 1, és hasonléan ¢ '¢=1;, igy ezek egymés inverzei = ¢ izomorfizmus.

Bo=Ble "p)a=(Be Yea). Az elsé tényezé hom(Z',B) eleme, tehat ', a masik tényez6 hasonléan o'. Ezzel
belattuk hogy értelmes (nem fiigg a zéréobjektum valasztasatol) az alabbi definicié:

8.1.14 Definici6: legyen a C kategoridban Z zéréobjektum. Ekkor A,BeObC-re az (A,B) zérémorfizmus az a
Ba morfizmus, melyben achom(A,Z) és fehom(Z,B).

Példa: Gr zéréobjektuma {1}, a G—H zérémorfizmus pedig az a homomorfizmus, ami G minden eleméhez H
egységét rendeli. Set-ben az egyelemd halmazok végobjektumok, @ kezdGobjektum.

8.2 Funktorok

8.2.1 Definicié: T kovarians funktor a C kategoéridbol a D kategoridba, ha teljesiti az alabbiakat:
(1) T minden AecObC-hez ObD egy T(A) elemét rendel,
(2) Tminden A,BeOb C-re minden ¢ehom(A, B)-hez hom(T(A), T(B)) egy T(¢) elemét rendeli,
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(3) Cminden «, 8 morfizmusara, amelyre Ba értelmezve van, T(Ba)=T(B)T(«),
(4) VAEOb C: T(lA)le(A)'

Kontravarians funktor, ha teljesiil ra (1), (4), tovabba
(2) Tminden A,BeOb C-re minden pechom(A, B)-hez hom(T(B), T(A)) egy T(¢) elemét rendeli,
(3') C minden «, 8 morfizmusara, amelyre So értelmezve van, T(Ba)=T(a)T(B).

Lathato, hogy id,:C—C kovaridns funktor, mig a C—C” ,identitds” kontravarians funktor. Két ko- vagy
kontravarians funktor kompoziciéja kovarians, egy ilyen és egy olyan kompoziciéja kontravarians funktor.

Példa: legyen MyeM rogzitett. T minden M modulushoz rendelje hozza Homg(M,,M)-et (ez az My—M
homomorfizmusok halmaza; maga is baloldali R-modulus). Illy médon egyelére egy ObzM— ObM hozzarendelést
kapunk. A @ehom(M,N) pM-beli morfizmushoz rendelje T azt a Homg(M,, M)— Homg(M,, N) leképezést, amely a
9eT(M)={M,— M} homomorfizmushoz a ¢o9eT(N)={M,—N} homomorfizmust rendeli. Ez modulus-homo-
morfizmus lesz (azaz ¢=T(p) jeloléssel @p(rd+sE)=qo(r+s&)=r-(po9)+s:-(po9)=r-@9)+s @&)), tehat T az M
kategoria objektumaihoz és morfizmusainhoz M objektumait rendeli.

pchom(M,N) esetén T((p)ehom(T(M),T(N)), mert tgy definidltuk. Némi szdmoldssal adédik, hogy T teljesiti a
8.2.1.1,3 és 4 feltételeket is, tehat kovarians funktor zM-bél M-be, vagy - ha az szimpatikusabb - Ab-be, hiszen
McC Ab.
RV=

Ha T(M)-nek Homg(M,M,)-t valasztottuk volna, ¢@ehom(M,N) esetén T(p)-nek pedig azt a
Homg(N, My)— Homg(M, M,) leképezést, ahol 9:N—M, (9eT(N)) képe ¢{9)=90¢, akkor kontravarians funktort
kaptunk volna.

8.3 Objektumok szorzata, 6sszege

8.3.1 Definicié: diagramnak neveziink egy C kategéria néhany - nem feltétlentil kiilonb6z6 - objektumanak és
morfizmusdnak D halmazat illetve annak &brajat, ahol minden D-beli morfizmus valamely két D-beli objektum
(egy-egy meghatarozott példanya) kozott fut.

Egy diagramot gy abrazolunk, hogy lerajzolunk szimbélumokat, melyek a D-beli objektumoknak felelnek meg
(a tobbszor szereplSk tobb szimbélumot kapnak), majd e szimboélumok kozé a morfizmusoknak megfelels nyilakat,
melyeken jeloljiik, hogy mely morfizmusnak felelnek meg. Egy @ehom(A,B)-hez tartozé nyil az A objektum
(megfelel6 példanyéanak) szimboélumatél a B objektum (megfelel§ példanyahoz) szimbélumahoz vezet.

ASBEC példaul a D,;={A,B,C,«a,p} diagram (abraja), ahol aehom(A,B), fehom(B,C) és mindenkibdl
egyetlen példany van. Ha félreértés veszélye nem fenyeget (pl. nem kell tobbszorosen szerepld elemekre figyelni),
akkor a diagramoknak csak a morfizmusait fogom felsorolni, a sziikséges objektumok beleértendSek. Igy a fenti
diagramot {a, B} is jelolheti.

Hogy valami tobbszor szerepelhessen, arra példdul a kommutativitas (Id. kovetkezé pont) miatt van sziikség.
Ugyanis a D;: A%B diagram nem mindig kommutativ, mig ugyanezen objektumokra és morfizmusokra
D;: A-%B-EA mindig az.

8.3.2 Definici6é: a D diagram kommutativ, ha teljestil, hogy ha a D-beli o,o,_1...0000 és Bifi-1..-B2b1
szorzatok ugyanott kezdédnek és ugyanott végzédnek, akkor azonosak. (Egy 7y, Y.-1..-Y2¥1 szorzatot akkor
neveziink D-belinek, ha Vi: y;eD és y;,; rendre azon D-beli objektum megfelel6 példanyabdl indul, ahova y;
mutat. A szorzat kezdete ill. vége azon objektum megfelel$ példanya, ahonnan y; indulill. ahova y,, mutat.) Ez az
abran azt jelenti, hogy ha elkezdiink sétalni a nyilakon és a lépésekhez tartozé morfizmusok szorzatat nevezziik az
athoz tartozé morfizmusnak, akkor két azonos kezdd- és végponttal rendelkezé tuthoz ugyanaz a morfizmus
tartozik.
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P

A  kommutativitds fogalmaval a zérémorfizmusok definici6jat lehet6vé tévé 8.2.1 allitas gy is
megfogalmazhato, hogy ha Z,Z" zéréobjektumok, akkor az aldbbi diagram minden esetben kommutativ.

A — 7
| l
Z — B

8.3.3 Definicio: legyenek P,A, (ael) objektumok a C kategéridban, tovabba Voael: n,ehom(P,A,). Ekkor P
szorzata az A, objektumoknak a m, morfizmusokkal, ha tetsz6leges BeObC, ¢,:B—A, (ael) esetén pontosan egy
olyan k:B—P morfizmus talalhat6, amely Voel-re kommutativvd teszi a {k, ¢, n,} diagramot (azaz
3!kehom(B, P): Vael: mx=¢,). (A m, jelolés a projekcio szobol ered.)

Azt, hogy ,létezik olyan morfizmus, amely kommutativva teszi az alabbi diagramo(ka)t”, 4ltaldban agy jeloljiik
a diagram &brajan, hogy a keresett morfizmust szaggatott nyillal jeloljik rajta. Gyakran azt is beleértjiik, hogy
létezik és egyértelmd. A szorzatnak tehat az aldbbi diagram felel meg;:

P
K2 e (ael)
B — A,
(2

Alternativ definici6: legyenek a PC kategéria objektumai a (B,{p,|ael,A,eObC, g ,chom(B,A,)}) struktarak,
ahol C tetszdleges kategoria. hom((B,{%}),(B',{@;})) elemei legyenek azok az x: B—B' C-beli morfizmusok, melyek
Vel esetén kommutativva teszik a {k, ¢, ¢,} diagramot. Szorzatnak PC végobjektumait nevezziik. (Vegyiik észre,
hogy ez csak atfogalmazasa a definiciénak.)

8.3.4 Allitas: haa C kategériaban P szorzata az A, objektumoknak a m, morfizmusokkal és P’ szorzata az A,
objektumoknak a n, morfizmusokkal, akkor P=~P’.

Bizonyitas: tekintsiik az egyértelmd k: P—P' és x': P'—P morfizmusokat, melyek kommutativva teszik a
definicioban szerepl6 diagramokat. Ekkor Vael: (mk)k'=n,=n,, tehdt e=x'k:P—P és ¢=1, egyarant
kommutativva teszi az dsszes {g,m,, 7,} diagramot. Alkalmazva B=P, ¢,=n, vélasztissal annak definicidjat, hogy P
szorzat, nyerjiik, hogy k'k=¢=1,. Hasonloan kx'=e=1p, tehat ¢ izomorfizmus.

Megengedhettiik volna azt is, hogy P’ az A/ objektumok szorzata legyen a n, morfizmusokkal és A, =~A]
teljestiljon.

8.3.5 Definicio: legyenek S,A, (ael), objektumok a C kategéridban, tovabba Vael: n,ehom(A,,S). Ekkor S
Osszege avagy ko-szorzata az A, objektumoknak az 1, morfizmusokkal, ha tetszéleges DeObC, ,:A,—D (ael)
esetén pontosan egy olyan k:S—D morfizmus taldlhato, amely Voael esetén kommutativva teszi {k,,, o}
diagramot (azaz F'kehom(S,D): Vael: ki,=,. (A 1, jelolés az injekcié szoéra utal) Ez a szorzat dudlisa. A
megfelel$ diagram:

Tla RS (el
Aa W D

Alternativ definici6: legyenek az SC kategéria objektumai a (D, {1,| a€l, A,e0bC, p,chom(A,,D)}) struktarak,
ahol C tetszdleges kategoria. hom((D, {a}), (D', {,})) elemei legyenek azok a : D—D’ C-beli morfizmusok, melyek
kommutativva teszik az 6sszes {k, {,, ,} diagramot. Osszegnek SC kezdSobjektumait nevezziik.

8.3.6 Allitas: ha a C kategéridban S dsszege az A, objektumoknak az 1, morfizmusokkal és S’ dsszege az A,
objektumoknak az 1, morfizmusokkal, akkor S=S'. Ez 8.3.4 dudlisa, ugyantgy bizonyithat6. Megengedhet6, hogy
§" amegfelel6 A,-val rendre izomorf A/, objektumok szorzata legyen.

Hasonl6 szamolassal egyszertien igazolhato az alabbi két dualis allitas:

8.3.7 Allitas: ha (P,{n,}) szorzat és ¢:P'—P izomorfizmus, akkor (P',{n,¢}) is szorzat. Ha (S,{1,}) 6sszeg és
Y:S—S" izomorfizmus, akkor (S',{y1,}) is szorzat. S6t, ha az ¢, izomorfizmusokra a megfelel6 szorzatok
értelmesek, akkor vehetiink (P',{e m @})-till. (S',{1,e,})-tis.
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Gyakran az A, objektumok 6sszegének (szorzatdnak) nevezziik az S, P objektumokat, ha talalhatéak olyan {1,}
({m4}), morfizmusok, melyekre (S,{1,}) Osszeg ((P,{m,}) szorzat). Ez a szohasznalat megengedhetd, hiszen
izomorfia erejéig egyértelm.

Példak:

- gM-ben a szorzat a komplett direkt szorzat ( n,=pr,, koordindta-fv. avagy vetités) valasztassal, az Osszeg
a diszkrét direkt Osszeg (1,(A,) az a részmodulusba, amelyben azok az elemek vannak, melyek minden
koordinatédja 0 az o-adik kivételével).

- Ab-ben ugyanez a helyzet.

- Set-ben a szorzat a Descartes-szorzat, az sszeg a diszjunkt unio.

- Gr-ben a szorzat a komplett direkt szorzat. A kéttagti 6sszeg az tin. szabad szorzat, S=GxH. Ennek elemei
az olyan szavak, melyek G és H elemeibdl allnak és nincs benniik két szomszédos beti ugyanabbdl a csoportbol
(G-t és H-t el6zbleg diszjunkttd kell tenni); a mivelet az, amit az ember gondolna. Szabadcsoport
faktorcsoportjaként GxH=(GUH|G,H), ahol a feltétel azt fejezi ki, hogy minden G-ben ill. H-ban elvégezhets
egyszertsités elvégezhet6 G+H -ben is.

8.4 5-lemma

8.4.1 Definici6: fM-ben a ¢, ¢,,...,¢,  diagram egzakt sorozat, ha ¢:M,—M,,, (k=1...n), tovabba
Im @ =Ker @1 (k=1...n-1).

8.4.2 Tétel (5-lemma): legyen A;,B.exM (k=1...5), az alabbi diagram pedig kommutativ, a sorai pedig
egzaktak. Ekkor
(1) ha ¢; epimorfizmus, ¢, és ¢, pedig monomorfizmus, akkor ¢; monomorfizmus,
(2) ha ¢, és ¢, epimorfizmus, ¢5; pedig monomorfizmus, akkor ¢; epimorfizmus,
(3) ha ¢y, ¢y, @4 és @5 izomorfimusok, akkor ¢; is.

A A B oA B A B A

o e e e e

Bl I B2 = B3 = B4 rd B5

B B2 Bs Ba
(3) kovetkezik (1), (2)-bdl. (1) és (2) hasonléan bizonyithatd, ezért csak (1)-t fogjuk belatni.

Bizonyitas: azt akarjuk belatni, hogy Kerg;=(0). Legyen xeKerq; tetsz6leges. Ekkor 0=xq; Baz xazey,
(,0" a kommutativitds miatt). ¢, monomorfizmus, tehat (xas)p,=0 = xa3=0 = xeKeras; = xelma,. Tehat
JyeAs: yap=x. EKkor O0=yoaups=yp.pr = yp.eKer B, = yp,elmPy, azaz alkalmas beBij-re bpi=yp,. Mivel ¢
epimorfizmus, b elGall zg, alakban, zeA;.

za40=2¢01B1=bP1=y@, = (za4=y)p,=0. ¢, monomorfizmus, 1igy ebbsl kovetkezik y=zay. Eszerint
x=yo,=z00,=0, hiszen az egzaktsag alapjan «;a, nullhomomorfizmus. x tetsz6leges eleme volt Ker ¢;-nak, tehat
Ker p;=1{0}.

A fenti bizonyitasi technika neve diagramvadaszat (diagram chasing); azt hiszem érthet8, miért.
8.4.3 Definici6: rovid egzakt sorozategy 0— A->B-£>C—0 egzakt sorozat.

Vizsgéljuk meg, mit jelent egy ilyen rovid egzakt sorozat. Az egzaktsag miatt Kera={0}, tehat o
monomorfizmus = A=Ima=A,. Szintén az egzaktsag miatt Imp=C, tehat B epimorfizmus = C=B/Ker=B/A,.
Eszerint B A-nak C-vel val6 bévitése. Ez a ‘legjobb’ leirasa a bdvitésnek, hiszen megadja, hogy A és C hogyan
helyezkedik el B-ben. (Ez érdekes lehet, hiszen példaul az Abel-csoportok kozott Z, és Z,xZ, egyarant Z, Z,-vel
val6 bévitése, mégsem azonosak.)

Ha a bévitéseket (A C-vel valé bévitéseit) rovid egzakt sorozatokkal akarjuk modellezni, akkor ezt a
legegyszertibben tgy tehetjiik, hogy vesszik a 0—A->?2>C—0 rovid egzakt sorozatok kategéridjat. A
morfizmusok 0—A-5B2C—0 és 0—-ASBEC—0 kozott azok a (¢;, ¢, ¢3) homomorfizmus-harmasok,

melyek kommutativva teszik a kovetkezd diagramot:
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o B

0 — A — B — C — 0

o e e

O—)ATB'—'>C—>O

B

Azt is kikothetjik, hogy ¢, és ¢; identitas legyen (arra kell vigyazni, hogy a lokalis egységek el ne vesszenek;
nem vesznek el). Tehat a morfizmusok azok a ¢: B—B' homomorfizmusok lesznek, melyek a

o B

0 — A — B — C — 0

I e I

diagramot kommutativva teszik. Ez a diagram megfelel az 5-lemma (3) pontja feltételeinek, tehat ¢ izomorfizmus.

gy ha két bovités mint r6vid egzakt sorozat izomorf a fent definidlt kategéridban, akkor a megfelels ¢
izomorfizmus lesz B és B’ kozott. S6t, ha két bovités kozott fut egy ¢ morfizmus, akkor az B és B’ kozott
izomorfizmus, igy persze a két rovid egzakt sorozat kozott is.
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