30. oldal Algebra

9. Halok

9.1 Alapfogalmak

9.1.1 Definici6: a (H, <) struktara részbenrendezett halmaz, ha < a H halmazon értelmezett relacio, amely
(1) reflexiv, azaz VaeH: a<a,
(2) antiszimmetrikus; ez reflexiv relaciora azt jelenti, hogy a<b,b<a = a=b,
(3) tranzitiv, azaz a<b,b<c = a<c.

Alternativ definicié: (H, <) részbenrendezett halmaz, ha
(1*) antireflexiv, azaz AacH: a<a,
(2") antiszimmetrikus; ez antireflexiv relaciora aztjelenti, hogy Aa,beH: a<b,b<a,
(3" tranzitiv, azaz a#b,b<c = a<c.

Ekkor a relaciot részbenrendezésnek nevezziik.

Ha < egy, az els6 feltételhdrmasnak megfelel részbenrendezés, akkor a<b< (a<b és a#b) a masodik
feltételharmast teljesiti. Ha pedig < masodik tipusu részbenrendezés, akkor a<b < (a<b vagy a=b) els6 tipusu
részbenrendezés. Tehat nem okoz komoly zavart, ha ugyanazt az elnevezést alkalmazzuk mindkét esetre.
(Altalaban a csillag nélkiili feltételeket fogjuk hasznalni.)

9.1.2 Definici6: (L, <) (teljesen) rendezett halmaz vagy mas néven lanc, ha részbenrendezett halmaz és
béarmely két elem 6sszehasonlithato, azaz Va,b: (a<b vagy b<a). Ekkor <-t rendezésnek hivjuk.

9.1.3 Definicié: a (H,<) és (H',<) részbenrendezett halmazok izomorfak, ha taldlhaté olyan ¢:H—H'
bijekci6, amelyre ¢ és ¢~ is rendezéstart6, azaz Va,beH: (a<b = (p(a)ﬁ(p(b)) és Va',b'eH: (a'ﬁb' = (p_l(a)ﬁqo_l(b)).
(A feltétel atirhaté a<b < ¢la)<¢l(b) alakba.) Jellése (H, <)~(H', <).

Megjegyzés: nem felesleges kikotni, hogy ¢ ' is legyen mivelettarté, ugyanis csak igy lehet elkeriilni, hogy
nem Osszehasonlithaté elemek ¢ alkalmazdsa utdn Osszehasonlithatéva valjanak. Ha kikétjikk, hogy
atb = ¢la)£¢(b), abbol mar kovetkezik, hogy ¢ is rendezéstarto.

A kovetkez6 négy definicioban jeloljon (H, <) részbenrendezett halmazt.

9.1.4 Definici6: a,beH-ra b fedi a-t, ha a<b és fAceH:a<c<b (azaz b minimalis az a-nal nagyobb elemek
kozott). Jelolése a<b vagy b>a.

9.1.5 Definicié: legyen ACH. A beH elem fels6 korlatia A-nak, ha VaeA:a<b. ceH alsé korlatja, ha
VaeA: c<a. Amennyiben A-hoz taldlhaté ilyen beH ill. ilyen ceH, ugy A-t feliilrdl ill. alulrdl korlatosnak
nevezziik. A korlatos, ha mindkét iranybdl korlatos.

9.1.6 Definicié: legyen ACH. meH legkisebb fels6 korldtja avagy szuprémuma A-nak, ha fels6é korlatja,
tovabba A minden x fels6 korlatjara m<x. m’'eH legnagyobb als6 korlatja avagy infimuma A-nak, ha als6 korlatja,
tovabba A minden x" als6 korlatjara x'<m’. Jelolése m=sup(A) ill. m'=inflA).

Az antiszimmetria miatt sup(A) és inflA) egyértelmd, valahanyszor létezik.
Jelolés: supla,b)-vel és infla,b)-vel sup({a,b})-t és infl{a, b})-t jelljiik, amennyiben ezek léteznek.

9.1.7 Definicié: (H, <) halo, ha Va,beH: (Elsup(a,b) és Elinf(a,b)). Ekkor sup(a,b)-t anb-vel, infla,b)-t avb -vel
jeloljuk (anb-t szokas metszetnek, avb-t uniénak hivni).

Példak:

- minden lanc halo, mert a<b esetén anb=a és avb=>b léteznek.
- (P(H), <) hélo, mert A,BSH esetén AAB=ANB, AvB=AUB teljesiil.
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9.2 Részbenrendezett halmazok dbrazolisa

Egy (H, <) véges részbenrendezett halmaz abréjat az alabbi modon készitjiik el:
Kijelolunk a sikon egy ,felfele” irdnyt (jellemzden a lap aljatdl a lap teteje felé). H minden egyes elemének injektiv
moédon megfeleltetjiik a sik pontjait gy, hogy ha valamely a,b-re a<b, akkor b feljebb kertiljon a-nal. Kosstik 6ssze
azon elemek képeit, melyek egyike fedi a masikat. (Ha szaggatott vonallal kotiink ossze két elemet, az azt jelenti,
hogy 6sszahasonlithatoak, de nem feltétlentil fedi egyik a masikat. Ez akkor hasznos, ha nem akarunk minden

elemet berajzolni.)

Az dbra elkészitése messze nem egyértelmd, viszont az abra (izomorfia
erejéig) egyértelmiien meghatarozza a hozzatartoz6 halét. Ugyanis a<b JI\.

'\‘f ° :x: ecoe
pontosan akkor teljesiil, ha a-bdl el lehet jutni élek mentén b-be tgy, hogy
minden érintett élen felfele megytink (ez konnyen ellenérizhetd). é Y A . I oo
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Példa: a fels6 &bran az Osszes paronként nemizomorf négyelemd

elem nem. Az als6 4bra az Gtelemd halokat mutatja; az els6 harom
disztributiv, a negyedik modularis, de nem disztributiv, mig az utols6

részbenrendezett halmaz lathaté. Az els6 oszlop két eleme halo, a tobbi E ;
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nem moduldris. (Ezeket a tulajdonsagokat késébb definidlni fogjuk.)

9.3 Hal6axiomak

9.3.1 Allitas: ha (L, <) halo, akkora A, v miveletekre az alabbiak teljestilnek:

(L1) ana=ava=a VaeL-re,azaz A,v idempotens,

(L2) anb=bnaa, avb=bva Va,belL-re, azaz A,v kommutativ,

(L3) (anb)ac=an(bac), (avb)ve=av(bvc) Va,b,cel-re, azaz A,V asszociativ,
(L4) (anb)va=a, (avb)aa Va,beL-re (abszorpcids tulajdonsag).

Ezek mind trividlisan leellenérizhetGek.
Megjegyzés: ha az (L, A, v) algebrai struktaraban a A, v mdveletekre teljesiil a (L2), (L3) és (L4), akkor (L1) is.
9.3.2 Definici6: ha (H,<) hal6, neZ® és ay,...,a,eH, akkor legyen i\i/llaizulvuzv%v...vun,lva,, és

n

N a=a "G A3 A, Aa,. (A definicid értelmes, mert A, v egyardnt asszociativ, igy hat zardjelek nélkil is van
1=1
értelme az a;va,v...va, és ajnaA...Aa, kifejezéseknek. Mivel kommutativak is, a sorrend sem szamit.)

Megjegyzés: ha (H, <) hal6, akkor minden véges A részhalmazanak van szuprémuma és infimuma, mégpedig
Yaés Aa.

Egy végtelen részhalmaznak nem mindig van szuprémuma és infimuma, pl. a (Q, <) lancbana —n és  kozé es
rac. szamok A halmaza korlatos, de Q-ban ZAsup(A),Ainf(A). Ezért nem érdektelen az alabbi definicio:

9.3.3 Definicio: (H, <) teljes hald, ha tetszéleges A részhalmazara Jsup(A) és Jinf(A). Nyilvan minden véges
halé teljes.
Definicié: ha H-nak van legnagyobb eleme (azaz fels§ korlatja), akkor azt 1 -el jeloljik. Ha van legkisebb, azt

0-val. Ha mindkett6 létezik, akkor H korlatos hal6. Nyilvan minden teljes halé korlétos. (A jelolés onnan szarmazik,
hogy ha N felett az a<b <> b|a relaciéval definialt hal6t tekintjiik, abban 0 a legkisebb, 1 a legnagyobb elem.)

Elnevezés: két allitast, feltételt, bizonyitast stb. egymds dudlisanak nevezziik, haa A<>v, 2 <, ><<,
infe>sup, min<>max (stb.) cserék elvégzésével (és esetleg atbettizéssel) egymadsba alakithatéak. Minthogy ez a
megfeleltetés az (L1)...(L5) axiémakat nem valtoztatja, ha egy allitas levezethet§ az axiomakbdl, akkor a dudlisa is
és viszont. (Vigyazat, az esetleges feltételek helyett is a dudalisukat kell venni, tehat pl. avb=c nem ekvivalens
anb=c-vel.)

9.3.4 Allitas: ha az (L, A, v) strukttra teljesiti 9.3.2 feltételeit, akkor halé (értsd: alkalmas < relaciéval (L, <)
hélo és ebben a haloban inf(a,b)=anb és supla,b)=avb).

Bizonyitas: legyen a<b < avb=b.
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Vegyuk észre, hogy avb=b < anb=a. (A két irany egymads duadlisa, tehat elég az egyik irdnyt igazolni:

anb=a = avb=(a/\b)vb(L=4)b.

Belatjuk, hogy a fent definialt relaci6 részbenrendezés. Reflexiv, mert ava G)f- azaz a<a. Antiszimmetrikus,
mert a<b,b<a esetén a=avb(L=2)bvu=b. Tranzitiv, mert a<b,b<c, azaz avb=b,bvc=c esetén
avczav(bvc)(fs)(avb)vczbvczc.

Az van még hatra, hogy avb=sup(a,b). a/\(uvb)(fz)(avb)/\u@)a, tehat a<avb. Hasonléan b<avb, tehat fels§
korlat. Ha a,b<x, akkor avx=bvx=x. Ekkor av(bvx)zx(L:;) (avb)vx=x = (avb)<x, igy avb valoban legkisebb

fels6 korlat. avb=sup(a,b) ennek dualisa, szintén igaz. Ezzel az allitast belattuk.

9.3.5 Definici6: L hél6 dudlisa az az L* hél6, amelynek alaphalmaza L alaphalmazéval azonos, a A és az v
miveletek pedig felcserélédnek. Konnyen lathato, hogy a mitveletek altal indukalt részbenrendezés is megfordul.
A dualis halé abrajat L abrajabol a felfele és lefele irdnyok felcserélésével kapjuk. L duédlisdnak dudlisa 6nmaga. Az
is nyilvanvalo, hogy egy allitds pontosan akkor igaz L-ben, ha duélisa igaz L dudalisaban.

9.3.6 Definicio: L' részhaldja (L, A,v,)—nek, ha L'CL nem iires részhalmaz és zart a A,v mdveletekre.
Jelolése L'<L.

Példa: az abran - é - lathat6 L héaléban a teli pontok L' halmaza az L-bél 6rokolt relaciéra nézve mint
részbenrendezett halmaz halot alkotnak, de L' nem részhaléja L-nek, mert a két nem-6sszehasonlithat6 elemre az v
muvelet L'-ben méast ad, mint L-ben.

9.3.7 Definici6: az L,L’" halok izomorfak, ha mint részbenrendezett halmazok izomorfak, azaz talalhat6 olyan
@:L—L’ bijekcid, hogy ¢ és ¢ ! is rendezéstarto.

Allitas: ¢:(L, A,v)—(L', A, v) pontosan akkor haléizomorfizmus, ha mtvelettarté bijekci6.

Bizonyitas: ¢ pontosan akkor mdtvelettartd, ha (p_l mdvelettarté. Tudjuk, hogy (L, A,v,) egyértelmden
megadja (L, <)-t és viszont, tehat ha ¢, <p’1 mivelettartd, akkor rendezéstarté. Egyszerd és érdektelen szamolassal
adodik, hogy ha ¢ héléizomorfizmus, akkor valéban mtvelettarto.

9.4 Részcsoporthald, normalosztohalo, idealhalo

9.4.1 Definici6: G csoport L(G) részcsoporthélojanak elemei G részcsoportjai, Hy<H, (rr. relaci) < H;<H,
(részcsoport). Ekkor H;AH,=H;NH, és H,vH,=(H;,H,). A hal6 korlatos, 0={1} és 1=G.

Példak:

- G=Z, valamely p primre < L(G)=1.

- G=Z, valamely p primre és keZ"-ra < L(G) a k+1 elemd lanc. Ebb6l = trivialis; lassuk be a mésik
iranyt. G ciklikus, mert ha nem lenne egyelemd generatorrendszere, akkor véve az (a) alaka
részcsoportok koziil egy maximalisat és egy beG~(a) elemet sem <(a)<(b), sem <(a)>(b) nem
teljestilhetne. Tehat G=Z, valamely neN-re. n-nek nem lehet egynél tobb primosztéja, mert akkor a
Z,,Z, részcsoportok nem lennének dsszehasonlithatéak. Ezért n=p".

- L(S3)=L(Z3><Z3)=©. A kozéps6 sorban L(S;)-ban az ((123))=Z; és az ((12)),((13)),{(14))=Z,
részcsoportok vannak, L(ZzxZ,={a)x (b)) esetén az (a),(b), {ab),{a’b)=Z, részcsoportok.

Allitas: G=Q < L(G)=¢.

Bizonyitas: L(Q) abraja valoban ez, a részcsoportok rendre (ez most és a jovében is azt jelzi, hogy a halo elemeit
az abran fentrdl lefelé, balrdl jobbra soroljuk fel) Q,(i),{j),(k),{(-1),{(1). Azt kell még belatnunk, hogy
L(G)=L(Q) = G=Q.

G véges csoport, mert véges sok részcsoportja van. Csak egy minimdlis részcsoportja van, tehat G rendjének
csak egy primosztdja van a Cauchy-tétel szerint. Tehat G p-csoport. Csak egy Z,-vel izomorf részcsoportja van,
tehat vagy ciklikus p-csoport, vagy altalanositott kvaterniécsoport. Ciklikus p-csoport részcsoporthaldja lanc, tehat
G=Q,* és a részcsoportok megszamolasabol k=3 adodik.

Megjegyzés: nincs olyan csoport, amelynek részcsoporthéldja <§ Ha ugyanis ez lenne L(G), akkor G-nek csak
egy maximalis részcsoportja lenne. Eszerint ciklikus p-csoport kellene legyen, de akkor L(G) lanc lenne.
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9.4.2 Definici6: G csoport N(G) normélosztohaldjanak elemei G normalosztoi, a relacié a tartalmazas. Ekkor
N;AN,=N;NN, és N;vN,=(N;,N,)=N;N,. Korlatos hélo, 0={1} és 1=G. Nyilvan N(G)<L(G).
9.4.3 Definicié: R gydrtre és M (bal- vagy jobboldali) R-modulusra M részmodulushéldja az, amit az ember

gondolna. My AM,=M;NM, és M;vM,=M;+M,. Korlatos.

9.4.4 Definicié: R gytrd balideél-, jobbideal- és idealhdléja az, ami. Ebben I)Al,=INI, és I;vI,=I,+1,. Vegyiik
észre, hogy az els6 kett6 azonos R ill. Rz részmodulushaléjaval, a harmadik pedig ezek részhaldja (a ketts
metszete). Ez utobbit I(R)-el fogom jeldlni. Kommutativ gytrtben ezek mind azonosak.

Példak:

- N(Z3xZ3)=L(Z3xZ5), mert kommutativ csoport.
- N(Q)=L(Q), mert minden részcsoportja normaloszto.
- N(S3)= 1t , mert egyetlen nem-trivialis normalosztéja A;.

9.5 Modularis és disztributiv halok

9.5.1 Definicié: az L halé moduldris, ha teljestil ra
(L5) (avb)ac=av(bac) Va,b,ceL;a<c esetén.
Ez az feltétel a c<>a atbettizéssel a dualisaba megy at, tehat L moduléris < dudlisa modularis.

9.5.2 Megjegyzés: ha ezt is azonossag formajaban akarjuk felirni, megtehetjiitk a'=anc helyettesitéssel, ahol
aeL tetszbleges (minden a'<c el@éll ilyen alakban, hiszen a’'=a’Ac és minden aeL-re anc<c):

(L5') ((anc)vb)ac=(anc)v(bac) Va,b,cel esetén.

Lemma: x,y<u,v esetén xvy<uav. Valéban, x,y<u,v-bdl sup(x,y) definicidja szerint xvy<u,v, amibdl
inf(u,v) definici6ja szerint xvy<unv.

9.5.3 Allitas: tetsz6leges L héloban teljesiil a<c esetén (avb)ac>av(bac). (Alkalmazzuk a lemmat az x=a,
y=bac, u=bnc, v=c elemekre.) Eszerint a modularitdshoz elegendd, hogy (L5)-ben ill. (L5)-ben ‘< teljesiiljon.

9.5.4 Definicié: az L hal6 disztributiv, ha teljesiil ra az alabbi két ekvivalens feltétel:

(L6) av(bac)=(avb)Alavc) Va,b,ceL-re,
(L6") an(bvc)=(anb)vlanc) Va,b,ceL-re.
Mivel ezek egymas dudlisai, L disztributiv < duadlisa disztributiv.
Persze elGszor be kell latnunk, hogy (L6) < (L6'), amihez a dualitas miatt elég (L6) = (L6'):
(anb)v(anc) & ((anb)va)a(lanb)ve) (ﬁ)a/\((a/\b)vc) (L=6)a/\((avc)/\(bvc))=(a/\(avc))/\(bvc) (L=4)a/\(bvc) )
9.5.5 Allitas: av(bac)<(avb)a(avc) minden haléban teljesiil, tehat a disztributivitdshoz elég, hogy (L6)-ban ‘>’

teljestiljon. (Alkalmazzuk a lemmat az x=a, y=bac, u=bac v=bac esetre.) Hasonléan minden hél6éban igaz
an(bve)=(anb)vianc), tehat (L6')-ben ‘<’ elég a disztributivitashoz.

Megjegyzés: ajovSben az axioma mindkét valtozatara (L6) néven fogok hivatkozni.
Allitas: minden lanc disztributiv (esetszétvélasztassal bizonyithato).

9.5.6 Allitas: ha L  disztributiv, akkor modularis. Ha ugyanis  (L6) és  a<c, akkor
av(bac)=(avb)alave)=(avb)ac.

9.5.7 Allitas: legyen L;<L. Ekkor ha L modularis, akkor L; is és ha L disztributiv, akkor L, is.
Bizonyitas: az (L5') illetve (L6) axiomak nyilvanvaléan 6roklédnek minden A, v -re zart részhalmazra.
9.5.8 Allitas: N(G) moduléris.

Bizonyitas: 9.5.3 szerint elég belatni, hogy ha A,B,C<G és AcC, akkor ABNCcSA(BNC). A bal oldal egy
tipikus x eleme felirhat6 egyrészt x=ab : acA,beB alakban, masrészt eleme C-nek, tehat abeC. Ezt balrél
szorozva a_ ‘e AcC-vel beC, azaz beBNC és abe A(BNC). Ezt akartuk belatni.
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9.5.9 Allitas: részmodulushélé modularis.

Bizonyitas: nyilvan elég az allitast baloldali R-modulusokra belatni. Az kell, hogy ha AcC és B egyarant M
részmodulusai, akkor (A+B)NC=A+(BNC). A bal oldal egy tipikus eleme a+b=c alakba irhat6, ahol acA,beB,ceC
. Ekkor b=c-aeC, azaz beBNC, kész vagyunk.

9.5.10 Kovetkezmény: idedlhalé modularis (tovabba minden bal - és jobbidealhalo is).
9.5.11 Allitas: N5=[> nem modularis; L=¢ modularis, de nem disztributiv.
Bizonyitas: legyenek O elemei rendre 1,c,b,a,0. Ekkor a<c, de (avb)ac=1Ac=c#a=av0=av(bac).

Legyenek 4> elemei rendre 1,c,b,a,0. Ekkor an(bvc)=arl=a#0=0v0=(anb)v(anc), tehat L nem disztributiv.
Masrészt L részhaldja N(Z3><Z3)=L(Z3><Z3)=© -nak, ami 9.5.8 szerint modularis. 9.5.7 alapjan L is modularis.

9.5.12 Tétel (Dedekind): L pontosan akkor moduldris, ha nincs Nj-tel izomorf részhaldja.
Bizonyitas: = :ha N5<L, akkor 9.5.7 és 9.5.11 szerint L nem modularis.

< tegyiik fel, hogy a L nem moduldris, azaz valamely a<c,b L-beli elemekre av(bac)<(avb)ac. Legyen y=b,
z=avb, x=bac, xX'=avx, z’=avx, z'=znc. Feltételeink szerint x'<z'.

El6szor azt latjuk be, hogy N={x,x,y,z,z'}<L, azaz hogy zart a A,v muveletekre. x<x'<z'<z  @¢

lanc, igy ez a négy elem zart a mtveletekre és x<y<z miatt ez a harom is. Azt kell mar csak z"‘."‘.’“
beldtnunk, hogy z'vy, x'Ay, x'vy és z' Ay is N elemei. . yob

X

x'vyz(avx)vb(Lzz)av((b/\c)vb)@)avbzz. Felhasznalva z'>x'-t és z>z',y-t zxz'vyzx'vy=z, ."a ®.

amibsl z'vy=z. A dualis szamolds: yaz'=ba(zac)=(ba(bva))ac=bac=x és x<yax'<ynz'=x,
amib6l yAx'=x. N tehat valéban részhalé. Vegyiik észre, hogy ezek szerint x'<z',yeN-re
('vy|az'=zAzZ'=2">x"=x"Az=x"v(yAZ'), tehat N nem modularis. Eszerint N=Ns, mert N5 az egyetlen legfeljebb
otelemd nem-moduléris halo.

9.6 Komplementumos halo, Boole-algebra

9.6.1 Definici6: legyen L korlatos halo, aeL. a’eL komplementere avagy komplementuma a-nak, ha ava'=1 és
ana'=0. Ekkor persze a is komplementuma a’-nek.

Példak:
- korlatos lancban csak 0-nak és 1-nek van komplementuma.

- Q’—ben az ures korrel jelolt elemnek két komplementuma van.
-a @ haléban a két tires korrel jelolt elem egymds egyértelmd komplementuma.

9.6.2 Definicié: az L korlatos halé komplementumos, ha minden elemének van komplementuma.
9.6.3 Lemma: ha az L disztributiv halé a elemének van komplementuma, akkor egyértelmd.
Bizonyitas: legyen a' és a” egyarant komplementuma a-nak. Ekkor
a’=a’/\1=a’/\(ava")(L=6)(u'/\a)v(u'/\a”)=0v(u'/\a”)=u'/\a” = a'<a".
Hasonléan a"<a’, amibél a'=a".

9.6.4 Definici6: az L hal6 Boole-algebra, ha korlatos, disztributiv és minden elemének van komplementuma.

Megjegyzés: a Boole-algebra egy olyan struktura, ahol adott két kétvaltozos ( A, V), egy egyvaltozos (*:a—>a’
- komplementum hozzarendelése) és két nullavaltozoés ( 0,1) mtvelet.

Megjegyzés: tetsz6leges H halmazra P(H)-bol az alabbi mdveletekkel tudunk Boole-algebrat csinalni:
AAB:=ANB, AvB:=AUB, A':=H~A, 0=0, 1=H. Ez rdadasul teljes halo, hiszen egy H halmaz részhalmazai
tetsz6leges halmazanak van metszete és unidja, ami megfelel infimumnak ill. szuprémumnak.

Ezen a moédon azonban csak olyan szamossdg Boole-algebrat tudunk konstrualni, amely valamely «
szamossagra 2° alakuy, tehat pl. N, szamossagut nem. Tekintsiik ezért tetszleges k>N,-ra egy k szamossagu K
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halmaz véges és ko-véges (véges komplementerd) részhalmazait a fenti mtveletekkel. Egy « szamossagu
Boole-algebrat kapunk, amely P(K) részhaloja.

9.6.5 Definici6: az R gytrd Boole-gytrd, ha VaeR: a*=a. Ekkor 2a=(2a)*=4a’=4a miatt a+a=0 minden aeR
-re. Tovabba ab=(a+b)2—a2—b2—ba=(a+b) a—b+ba=ba, tehat minden Boole-gydrd kommutativ.

9.6.6 Tétel: minden Boole-algebra egyben egységelemes Boole-gytrd is és minden egységelemes Boole-gytrd
egyben Boole-algebra is (a bizonyitason latszani fog, hogy ez alatt tulajdonképpen mit érttink).

Lemma: tetszéleges B Boole-algebraban (avb)'=a’'Ab' és (anb)'=a'vb'.
Bizonyitds: a dualitds miatt elég az els6t belatni:

(avb)v(a' Ab') =
és (avb)Alad' A =

((uvb)va') ((avb)vb')z (bvava')alavbvb')=1A1=1

(L6)
(an(@' Ab))v(ba(@ Ab'))=(ana Ab)v(a’ Abab)=0v0=0.

(L6)
Tehat (avb) és (a'Ab') valoban egymas komplementumai.
Bizonyitas: legyen (B, A,v,*) Boole-algebra. Definidljuk a +,-:BxB—B miiveleteket az alabbi moédon:
(a+b)=(anb')v(a’'Ab) és ab:=anb. Azt akarjuk belatni, hogy (B,+,-) Boole-gytird, amelyben 0 nullelem, 1
egységelem.

(1) + kommutativ, mert A, v kommutativitdsa miatt az 5sszeadds definici6ja szimmetrikus.

(2) alemma felhasznaldsaval

(a+b)’=((a/\b')v(a'/\b)) =(anb') Ala'Ab)'=(a'vb)Alavb'), ami (L6) szerint
(@' na)v(a' Ab')v (baa)v (bAD)=(a"Ab')v(anb). Ebbdl pedig
(a+b)+c=((a+b)ac’)v((a+b) ac)=(((anb)v (aAb>)Ac) (((a" AV (aAw)Ac)m
(@' AbAC )V (anb' Ac)v(a' AW Ac)v(anbac).

Minthogy A,V asszociativ és kommutativ, ez szimmetrikus kifejezése a,b,c-nek, amibdl + asszociativitasa
kovetkezik.

(3) (a+0)=(an0’)v(a'A0)=(anl)v0=av0=a. Mellesleg (a+a)=(ana’)v(a'ra)=0v0=0.
(4) aszorzas asszociativ, mert A asszociativ.

(5) 1egységeleme a szorzasnak, mert anl=a.

(6) aszorzas disztributiv az 6sszadasra, azaz (a+b)c=ab+ac.

(a+b)-c=((anb’)v (@ /\b))/\C( )(a/\b Ac)v(a Abnc) és ac+bc=((aAc)’A(bAc)) (u/\c (bac))=

(@' v abac)v(anca(b've)) = (@ Abac)v(c Abac)v(ancab’)v(arcac)=(a Abac)vOv(arcab’)vO

(L6) (

(7) a° = a, készis vagyunk.

()
Legyen R Boole-gytrd. Legyen avb:i=a+b-ab és anb:=ab. Azt akarjuk belatni, hogy (R, A,Vv) Boole-gytrd,
amelynek als6 korlatja R nulleleme, fels6 korlatja R egységeleme.

1) ana=a’=a és ava=a+a—a°=a+a—a=a, tehat (L1) teljestil.
(2) minden Boole-gytrd kommutativ, igy A, v definiciéja szimmetrikus, tehat A, v kommutativ = (L2)

(3) v asszociativ, mert (avb)vc=(a+b—ab)+c—(a+b—ab)c=a+b+c—ab—bc—ca+abc szimmetrikus kifejezése a,b,c
-nek. A asszociativ, mert a szorzas asszociativ. = (L3).

@) (anb)va=ab+a-aba=a+ab—a’b=a és (avb)aa=(a+b—abla=a’+ba—aba=a = (L4)
(5) (avb)ac=(a+b—ab)c=ac+bc—abbc=acvbc=(anc)v(brc) = (L6)
(6) O0na=0-a=0 és 1na=1-a=a, azaz 0<a<1 teljestil minden aeR-re.

(7) an(1-a)=a-(1-a)=a—a®=0 és av(l-a)=a+1-a—a-(1-a)=1, tehat minden aeR-nek van komplementuma,
mégpedig a'=1-a. Ezzel az allitast belattuk.
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Megjegyzés: (aki akarja, kiszamolhatja ...) a fenti két megfeleltetés egymds inverze, tehat egy bijekciot talaltunk
a Boole-algebrék és az egységelemes Boole-gytirik kozott.

9.7 Ideal, primideal stb. Stone-tétel

9.7.1 Definici6: az L halé Ae{0,L} részhalmaza idedl - jelolése A<L - , ha megfelel az alabbi
kovetelményeknek:
(IL1) Va,beA:avbeA,
(IL2) VaecA,xeL: anxeA.
Ez utébbi feltétel ekivalens azzal, hogy
(IL2") acA,b<a = beA,

hiszen VxeL: b,=anx<a és minden b<a elGall anx alakban x=b valasztassal.

Megjegyzések:

alulrol korlatos haloban A<L = 0€A nyilvan.
A<L = A<L, azaz minden ideal részhalo.

idealok tetsz6leges metszete idedl (ill. alulrél nem korlatos haléban lehet @ is).

idealok lancanak unidja ideal (ill. feliilr6l nem korlatos hdléban lehet az egész L is).

9.7.2 Definici6: legyen L hals, acL. Ekkor a altal generalt fsideal (a]={xeL|x<a}. Ez valéban ideal és persze a
legsztikebb az a-t tartalmaz6 idealok koziil.

9.7.3 Definici6: P<L primideal, ha egyrészt idedl, masrészt anbeP = (acP vagy beP). Ezzel ekvivalens, hogy
L minden véges H részhalmazara inf(H)eP = PNH=#0.

9.7.4 Definicio: legyen L halo, FcL,Fg{0,L}. Ekkor F dudlis ideédl avagy filter, ha Va,beF:anbeF és
VaeF,xeL: avxeF. Ez utébbi persze ekvivalens acF,b>a = beF-el. Minden dualis ideal részhald. Duadlis ideadlok
metszete dudlis ideal, dudlis idedlok lancanak uniéja dualis idedl (kivéve ha 0 vagy az egész L, de korlatos haléban
ez nem fordulhat el§).

9.7.5 Definici6: UcL dualis primideél avagy ultrafilter, ha dualis ideal, tovdabba avbel = (acU vagy bel).
9.7.6 Allitas: PCL-re az alabbi harom feltétel ekvivalens (U=L~P):
(1) P primideal,
(2) Pideal és U dualis ideél,
(3) U dualis primideal.
Bizonyitas: a dualitds miatt elég belatni, hogy (1) < (2).
= azt kell belatnunk, hogy x,yelU-ra xayel és xel,acL-re avxel-re avxel. Ha x,yeP, akkor xAy¢P

(P primidedl), igy az elsé feltétel teljseiil. Ha xelU,aeL, akkor (avx)ax=x¢P miatt egyik tényez6 sem lehet P-ben
(P ideal), igy avxell.

< azkell, hogy ha a,bgP, akkor anbeP. Mivel U dualis ideal, a,be U-bdl valéban kovetkezik arbell.

9.7.7 Stone-tétel: legyen az L disztributiv haléban bga. Ekkor a és b primidedllal szétvalaszthat6, azaz
talalhat6 olyan P<L primideal, melyre aeP és bgP (b<a esetén ebben hidba is reménykednénk, hiszen be(a]
lenne).

Bizonyitas: vegyiik az a-t tartalmaz6, b-t nem tartalmazo6 I idealok X halmazat. Ez nem iires, mert bg(a]<L.
X-beli idealok lancédnak uniéja is X-beli idedl, tehat a Zorn-lemma szerint X-nek van maximaélis eleme. Jel6lje ezt P.
Lassuk be, hogy P primideal.

1 3x,yeP: xAyeP. Legyen I={ucL|3peP: u<xvp}. Ez ideal lesz, mert lefelé zart (uel,x<u = xel nyilvan) és
uy,upel esetén alkalmas p;,p,eP-re u;<xvp; és u,<xvp,, amib8l u;vu,<xv(p;vp,). Ekkor u;vu,el, hiszen
p1vp.<P.
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Pcl, mert peP-re p<xvp miatt pel és xel~P miatt [#P. P maximalitdsa folytdn ez csak bel esetén
lehetséges, tehat alkalmas p'eP-re b<xvp'. Ugyanigy adoédik, hogy valamely p"cP esetén b<yvp”. Ekkor

p=p'vp" vélasztassal peP és b<xvp, b<yvp.Ezek szerint b<(xvp)Alyvp) = (xAy)vpeP, §.

&)
Kovetkezmény: a fenti feltételek mellett b-t tartalmazo, a-t elkertilé dudlis primidedl is 1étezik, példaul a fenti P
primideél komplementere.

9.7.8 Definici6: az L hal6 halmazgytird, ha el6éll valamely H halmazra P(H) részhal6jaként (tehat nem iires,
tovabba zart a véges (de legaldbb egytényezss) metszetre és uniora). P(H) mindig disztributiv, igy minden

o

halmazgytrd is disztributiv. (Ekkor L a szimmetrikus differencia, metszet miiveletekre kommutativ gytrt alkot.)

9.7.9 Definici6: B ,halmaztest”, ha alkalmas H halmazra P(H) rész-Boole-algebraja, azaz B nem iires, zart a
véges metszetre, a véges unidra és a komplementumképzésre. (Ekkor @B, hiszen egyrészt az {ires unié definicio
szerint @, masrészt 3AeB, azaz 0=AAA’'eB; tovabba H=0"eB.) (Az elnevezés nem egészen szerencsés, ugyanis ez
semmilyen, a Boole-algebra struktirahoz kapcsol6dé miiveletre nem alkot testet.)

9.7.10 Tétel: minden L disztributiv hal6 izomorf egy halmazgytrtivel. Amennyiben még Boole -algebra is, tgy
egy halmaztesttel.

Bizonyitas: legyen H az L-beli duélis primidealok halmaza és legyen acL-re H(a)={UeH |acU}.

A Stone-tétel kovetkezménye szerint H(x)=H(y) = x=y, tehat H: L—P(H) injektiv. Ha L korlatos, akkor H(0)=0
, mert a 0 minden (prim)idealnak eleme és H(1)=H, mert 1 minden dualis (prim)idedlnak eleme. Azt kell még
beldtnunk, hogy H mdvelettarté. (Jeloljon U a bizonyitas kozben végig tetszéleges dudlis primidealt.)

(1) ha xelU,yeU, akkor xayelU, tehat H(xAy)=H(x)NH(y). Ha xAyeU, akkor xAy<x,y miatt x,yeU, amibdl
kovetkezik a masik irdnyd tartalmazas. Osszevetve H(xAy)=H(x)NH(y).

(2) UeH(xvy) & xvyel < {x,y}nU#0 < (UeH(x) vagy UeH(y)) o Ue(H(x)UH(y)).

(3) ha L Boole-algebra, akkor azt is be kell latnunk, hogy Hix')=H~H(x). xvx'=1eU miatt x,x" koziil legaldbb
az egyik eleme U-nak. xAx'=0¢U miatt legfeljebb az egyik, 6sszevetve pontosan az egyik. Tehat xel < x'e¢U,
amibdl UeH(x) < UgH(x'), a bizonyitand¢ allitas.

9.8 Modularis és disztributiv halok II.; medians

9.8.1 Definici6: legyen az L haloban a<b. Ekkor az [a,b] intervallum alatt a {xeL|a§xsb} korlatos részhalot
értjuk.

9.8.2 Definici6: az L halo relativ komplementumos, ha [a,b] Va,beL,a<b esetén komplementumos. Az [a,b]
-beli komplementumot relativ komplementumnak hivjuk.

Megjegyzés: ha L relativ komplementumos és korlatos, akkor nyilvdn komplementumos. Csak sajnos abbdl,
hogy relativ komplementumos, nem kovetkezik, hogy korlatos. (Vegyiik a véges sok hely kivételével 0 -t felvevs
f:Z2—10,1} fuggvények L halmazat. Legyen a relaci6 f<g < VkeZ: f(k)<g(k). Ebben f<g esetén [f,g]Z{O,l}Hk:f*gH
Boole-algebra, hiszen, de L-nek nincs fels6 korlatja.) A masik iranya implikacié sem teljestil, hiszen
komplementumos halo, de az tires pontok alkotta intervalluma nem komplementumos.

Most kissé mas formaban tudunk kimondani egy korabbi tételt:

9.8.3 Tétel: L modularis < nincs olyan [d,e] intervalluma, amelyben valamelyik b elemnek két
osszhasonlithaté komplementuma (a<c) van. Ugyanis ha van ilyen, akkor {e,c,b,a,d} egy Ns-tel izomorf részhalg,
ha pedig L-nek van egy N;-tel izomorf részhél6ja, akkor annak minimélis és maximalis elemét d-nek ill e-nek, a
tobbit a szokott modon ¢, b, a-nak keresztelve [d,e]-ben c és a egyarant komplementuma b-nek és a<c.

9.8.4 Allitas: (anb)v(bac)v(caa)<(avb)a(bve)alcva).

Bizonyitas: a jobb oldal barmely tagja feliilr6l becstili a bal oldal barmely tagjat, mert a,b,c valamelyike elvagja
Sket. Eszerint a bal oldalon 4ll6 tagok barmelyike feliilrél becstili a bal oldali tagok szuprémumat, igy a jobb oldali
tagok infimuma is.
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9.8.5 Definici6: amennyiben (aab)v(bac)v(caa)=(avb)a(bve)alcva), gy ezt a,b,c medidnsanak nevezziik és
med|(a, b, c)-vel jeloljiik.

9.8.6 Tétel: (1) L modularis < a<c esetén Imed(a,b,c), (2) L disztributiv < Va,b,c: Imed(a,b,c).
Bizonyitas: (1) azt kell belatnunk, hogy a<c esetén Imed(a,b,c) ekvivalens av(bac)=(avb)c -vel.

anb<a, anc=a miatt (anb)v(asc)=a, amib6l (anb)v(bac)v(cra)=((arb)v(anrc))v(bac)=av(bac).
c<bvc, c=avc miatt c=(avc)a(bvc), amibdl (avb)/\(bvc)/\(cva)=(avb)/\((avc)/\(bvc )=(avb)/\c.

E két egyenl6ség bal oldala pontosan akkor egyezik meg, ha a jobb oldaluk megegyezik, és épp ezt akartuk
belatni.

(2) Minthogy mindkét feltételbdl kovetkezik a modularitas, (L5)-6t felhasznalhatjuk. Kezdjiilka = irdnnyal:

(a/\b)v(b/\c)v(CAa)(ﬁ)((aAb)v(bAc)vc)/\((u/\b)v(b/\c)/\a)=...

Beirva (anb)va=a-tés (bac)ve=c-t

...=((u/\b)vc)/\(av(b/\c))(fﬁ)(avc)/\(bvc)/\(uvb)/\(bvc)=(uvb)/\(bvc)/\(cva) .

<:a=anlavb)alavc), mert a két Gj tag >a. Eszerint
an(bve)=an(lavb)aleva)albvc)|=armed(a,b,c)=
a/\((bAc)v(a/\b)v(C/\a))(Lzs)(a/\b/\c)v[(a/\b)v(a/\c)]
((L5)-6t c*=(anb)v(cra)>a, b*=bac-re alkalmaztuk.) A szogletes zardjelben 1év6 tagok majoraljak (anbac)-t,
tehat az elhagyhato és an(bvc)=...=(anb)v(anc). Persze belathattuk volna az éllitas dualisat is.
9.8.7 Tétel: az alabbi feltételek ekvivalensek:
(1) L disztributiv,
(2) L-nek nincs O—Vel vagy @—vel izomorf részhaléja,
(3) L-ben nincs olyan [d,e] intervallum, ahol valamely b elemnek egynél tobb komplementuma van.

Bizonyitds: ha L nem moduldaris, akkor 9.8.3 szerint egyik feltétel sem teljesiil. Szoritkozhatunk tehét arra az
esetre, amikor L modularis.

(1) = (3): 1 L disztributiv, de van ilyen intervallum. Legyen a két komplementum a és c. Feltételeink szerint
avec=enlavc)=(avb)alavc)=av(bac)=avd=a,azaz a>c, de 9.8.3 szerint a és c nem dsszehasonlithat6 6ssze, J.

(2) = (1): Az attekinthet6ség kedvéért a A miiveletet a most kovetkez8 szdmolasokban nem fogjuk kifrni és mint
magasabb prioritdsa mdveletet kezeljiikk (azaz pl. xyvz a (xay)vz kifejezést jeloli). Vegyiink egy L modularis, de
nem disztributiv halot. Ekkor alkalmas p,q,r elemekre Amed(p,q,r). 9.8.4 szerint u=pqvqrvrp, v=(pvq)gvr)(rvq)
vélasztassal u<v. Legyen a=uvpv=(uvplo, b=uvqu=(uvqlo és c=uvrv=(uvrjv. Tekintsik a H={v,a,b,c,ufcL
halmazt. Ebben u<a,b,c<v.

a=uvpov=pgvqrvrpvplpvg)gvr)rvp). A soktényezés metszetben pvq és rvp feliilrél becsiili p—t, tehat
felesleges; marad a=pgvqrvrpvplgvr). Itt pg,pr<plgvr), igy pq és pr elhagyhato és a=grvp(qvr). Hasonl6an
b=rpvg(rvp).

Tehat avb=grvplgvr)vrpvglrvp), amibsl gr<q(rvp) és rp<plgvr) alapjan avb=plqvr)vglrvp). a*=plqvr),
b*=q, c*=rvp behelyettesitéssel (ekkor a*<p<c") kihasznédlva a modularitast:

avb=plgvr)vqlrvp)=a*vb'c*=(a*vb*)c*=(plgvr)vq)rvp)=[qvplgvr)](rvp).
A szogletes zardjelben ismét alkalmazhatjuk (L5)-6t, hiszen g<gvr:
avb=(qvplgvr))rvp)=((gvp)gvr))rvp)=o.

Minthogy a,b,c megadésa szimmetrikus, avb=bvc=cva=v. Raadasul meghatarozasuk egyben 6nmaga dualisa
is, tehat anb=bAc=cAra=u.Mindezt 6sszevetve H={v,a,b,c,u} zart a miiveletekre, tehat részhal6. Mar csak azt kell
beldtni, hogy minden eleme kiilonbozé.

Lemma: haaz L' legfeljebb 6telemd halé moduldris, de nem disztributiv, akkor LZO.
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Bizonyitds: tekintsik a H={1,2,3,4} halmaz kovetkez6 részhalmazait: @,{1},{1,2},{1,3},{1,2,3},H. Ez
metszetre, uniora zart részhalmaza P(H)-nak, haloja tehat disztributiv. Ezen hal6 abraja <> , ami azért j6, mert Nj
és 4> kivételével minden legfeljebb ttelemt halét részhaloként tartalmaz, igy ezek mind disztributivak.

Ha H nem disztributiv, akkor a lemma szerint legalabb &telemd, igy személyesen @ Ha disztributiv lenne,
akkor példaul a=avu=av(bac)=(avb)alavc)=vav=v, tehat a=v is igaz lenne. Véve az allitas - szintén igaz -
dualisat u=a, ami a u<v kiinduléfeltétellel 6sszeegyeztethetetlen. H tehat mégsem disztributiv igy 4>:H <L.

(3) = (2) 7 van '@—Vel izomorf részhalo, de nincs tiltott intervallum. Legyen '@ fels6 pontja ¢, alsé pontja d, a
tobbi a,b és c. Ekkor [d,e]-ben a,b és ¢ koziil barmely kett6 relativ komplementuma egymasnak, .

9.9 Transzponalt-izomorfizmus és alkalmazasai; Jordan-Dedekind, Kuros-Ore tételek

9.9.1 Tétel (transzponalt-izomorfizmus): legyen L moduldris, a,beL. Ekkor [anb,a]=[b,avb].

Bizonyitas: legyen ¢:[anb,a]l—[b,avb] az x—xvb leképezés, y:[b,avb]—[anb,a] pedig y—yva. Ekkor
x<p1/)=(va)/\a(L=5)xv(b/\a)=x, hiszen asb<x. Tovabba y(/xp:(y/\a)vb(ﬁ_,)y/\(bva):x hasonloan. Eszerint ez a két
leképezés egymas inverze. Még azt kell belatni, hogy ¢ és y rendezéstartd, tehat hogy x<x' = xvb<x'vb és
y<y' = yaa<y'aa,ami inf,sup definiciojabol nyilvanvalo.

9.9.2 Jordan-Dedekind-tétel: legyen L modularis, a<b és a=<x;<x,<..<x,=b. Ekkor minden
a<y,<y,<...<y=b lancra k<n és ha ez utébbi lanc maximalis, akkor k=n. (Ezekbdl kovetkezik, hogy pontosan
akkor maximalis, ha n=k.)

Vegylik észre, hogy elég az allitds els6 felét (k<n) belatni. Ugyanis ha az a~<x;<x,<...<x,=b és az
a<y;<1,<...<y,=b lancok egyarant maximalisak, akkor a tétel els6 feléb6l k<n és n<k egyarant kovetkezik, igy
n=k.

Bizonyitas: teljes indukci6 n-re. n=1-re az allitas kovetkezik ‘<" definiciéjabol, mely szerint a<y;=b esetén ez
az egyetlen a<y;<...<y,=b lanc.

Legyen most n>2 és tegyiik fel, hogy az allitdis minden n-nél kisebb pozitiv egészre teljesiil. Legyen
A< x;<xy=<...<x,=b és a<y;<y,<...<y,=b. Két esetet kiilonboztetiink meg:

1. eset: x,<y,. Ekkor alkalmazva az indukciés feltevést az x;<x,<...<x,=b és az x;<y,<...<y,=b lancokra
kapjuk, hogy k—1<n-1, tehat k<n.

2. eset: x,£y;. Ekkor a<x;Ay;<x; és a<x; alapjan x;ay;=a. 9.9.1 szerint ekkor [a,x;]=[x;Ayy, xq]=[y1, x1vi4],
azaz y<(x;vyy). Jelolje x;vy -t y5. Az indukcios feltevés szerint egy tetszéleges x;<y;<x3<...<x;=b lancra
m<n—-1, hiszen x;<x,<...<x,=b. Igy egy y5<xj<...<x},=b lanc hossza legfeliebb n—2. Minthogy ezek kozott nincs
tetsz6leges hosszd, van koztiik maximalis, y;<y3<...<y,=b. Ekkor y;<y5 miatt yy,15,...,y,=b egy m hosszu
maximalis lanc, m<n—1. Az indukci6s feltevés szerint az y,<...<y;=b lanc hossza legfeljebb m, tehat k—1<m<n-1
. Ezt akartuk belatni.

Megjegyzés: a tétel szerint a fenti feltételek mellett tetszéleges n-nél rovidebb lanc bévithets, egy n hosszu
pedig mar nem. Tehat ha kiindulunk egy k<n hosszi lancbdl, akkor folyamatos besztrasokkal véges sok 1épésben
egy n hosszt maximalis lancot kapunk = minden a<...<b lanc kiegészithet6 maximalis lancca.

9.9.3 Definici6: a Jordan-Dedekind-tétel szerint L alulrél korlatos modularis haléban minden b elemének van
magassaga (egy 0<x;<x,<...<x,=a maximalis lanc hossza; ez esetleg végtelen, de egyértelmd). Jogos tehat ezt
minden beL-re definidlni és h(b)-vel jelolni. Nyilvan a<b = h(a)<h(b). (Persze a magassagot tetszéleges haloban
definialhatjuk minden olyan elemre, amelyre egyértelm.)

Példaul L(AQ:@ mar csak azért sem moduléris, mert nem minden elemének egyértelmd a magassaga.

Megjegyzés: G véges csoport pontosan akkor szuperfeloldhat6 (van olyan invaridns lanca, amelynek minden
faktora primrendd ciklikus csoport), ha L(G)-ben minden maximalis lanc hossza azonos (van egyértelmd
magassag). Ez persze kovetkezik a modularitasbdl, de ebbdl nem kovetkezik a modularitas. Példaul a @ haléban
van egyértelmd magassag, de nem modularis, mert a fekete pontok Ns részhal6t adnak.
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9.9.4 Allitas: alulrél korlatos moduléris haléban a véges magassagu elemek idedlt alkotnak. Ehhez elég azt
belétni, hogy ha a,beL véges magassagu elemek, akkor h(avb) is véges, hiszen h(avx)<h(a) véges, ha h(a) véges.
Egy anb=...<a maximalis lanc hossza nyilvan h(a)-h(aab). A transzponalt-izomorfizmus miatt ez megegyezik egy
tetsz6leges b<...<bva maximalis lanc hosszaval, amib6l egy 0<...<aAb<...<bva maximalis lanc hossza
h(avb)=h(a)+h(b)—h(anb).

9.9.5 Definici6: az L korlatos halo a eleme atom, ha 0<a és duélis atom, ha a<1.
9.9.6 Definici6: acL metszetirreducibilis, ha Ax,y>a: a=xAy. Példaul minden dualis atom ilyen.

Megjegyzés: véges haléban pontosan azok az elemek metszetirreducibilisek, melyeket pontosan egy elem fed,
tovéabba a fels6 korlat.

9.9.7 Definicié: L kielégiti a maximumfeltételt, ha barmely nem tires részhalmazaban van maximalis elem.
Példaul minden véges halé ilyen.

9.9.8 Allitas: ha L kielégiti a maximumfeltételt, akkor minden a eleme el64ll véges sok metszetirreducibilis
elem metszeteként.

Bizonyitas: 7 legyen a olyan, ami nem all el6 igy, és erre a tulajdonsdgra nézve maximalis. a4 nem lehet
metszetirreducibilis, mert akkor a=a épp egy metszetirreducibilisek véges metszetére valé bontasa lenne. Tehat
a=xny, ahol x,y>a. a valasztasa miatt x és y el6allnak véges sok metszetirreducibilis elem metszeteként: x=AY;,
y=Ny;, igy a:(AXi)/\(/\Yj)r 2

9.9.9 Kuros-Ore tétel: legyen L modularis halo, xeL. Ha x=uyAtipA... AU, =V AV A AT, egyardnt x véges sok
metszetirreducibilis elem metszeteként val¢ felirasai tigy, hogy nincs benniik felesleges elem (barmelyiket elhagyva
a metszet mar nem x), akkor n=m, tovabba barmely u;-hez taldlhat6 olyan v;, hogy az elsé felirdsban u;
kicserélhet6 v, -ra.

Bizonyitas: el6szor az 4llitds masodik felét bizonyitjuk.

Legyen x;=A\,;u;. Ekkor x=u;Ax; és x<x; (x=x; esetén u; felesleges lenne). Nekiink éppen egy olyan v, kell,
amelyre v,Ax;=x. Legyen minden ke{l...m} —re y;=v;Ax;. Persze x<y;<v,. Azt allitjuk, hogy x=A;Z;y;. A jobb
oldalon minden tényezé feliilrdl becsiili x-et, tehat x<jobb oldal. Masrészt a jobb oldal feliilrs] becstilhets AL, v,=x
-el, igy x>jobb oldal is teljestil.

A transzponalt-izomorfizmus szerint [x,x;]=[u;Ax;, x;]=[u;, u;vx;]. u; példaul [u;,u;vx]-ben is metszet-
irreducibilis, tehat [x,x;]-ben x metszetirreducibilis. Az x=A,y; felirds tényezéi [x,x;]-bdl valok, tehat ez trividlis
feliras, azaz valamely v, egyenl x-el: x=y;=v,Ax;. Eppen ezt akartuk.

Térjiink most 4 az &llitas els6 felére. Induljunk ki az x=A",u;=A;L v, felirdsokbol. Cseréljiik ki az elsé feliras
egy u; elemét valamely v;-ra, a kapott felirasbol hagyjuk el az esetleges felesleges tényezéket. Ismételjiik ezt addig,
amig az dsszes u;-t le nem cseréltiik. Igy x egy felirasat kapjuk néhany - de legfeljebb 1 - v, metszeteként. Mivel az
x=/A{_, v, felirdsban nincs felesleges elem, csak ezt kaphattuk, amib6l m<n. Hasonl6an n<m, kész vagyunk.

Megjegyzés: az mar nem mindig igaz, hogy {u;|1<i<n}={v;|1<j<m}, hiszen 4> -ben 0 kivételével minden
elem metszetirreducibilis, a 0-nak viszont rogton harom felirdsa is van, amiben egyik elem sem felesleges.

Megjegyzés: a fenti tétel bizonyitasakor azt lattuk be, hogy ha x el6allithaté véges sok metszetirreducibilis elem
metszeteként, akkor a metszetireducibilis elemek olyan halmazai, melyek kiegészithetek x egy ,jo” felirdsava
(véges sok irreducibilis elem metszeteként valé feliras agy, hogy nincs koztiik felesleges), matroidot alkotnak.

Lemma: ha y metszetirreducibilis és y;Ay,A...AY,<y, akkor valamelyik y;<y, kiilonben yzyv(i/:\1 ]/i)zi/:t\1 (yvy)
egy nem trivialis metszetre bontédsa lenne y-nak.

m

n
9.9.10 Tétel: ha L disztributiv és x=/\ u;=/\ v; egyarant olyan irreducibilis elemek metszetére valo bontasok,

ahol nincs felesleges tényez6, akkor {u;| 1;i£ng={v]‘ |1<j<m}.
m
Bizonyitas: u;> /:\1 vj, tehat a lemma szerint u;>v, valamely k-ra. Hasonléan v,>u; alkalmas [ esetén,
osszefoglalva u;>2v,>u;. Minthogy u; nem felesleges tényez6 x felbontasaban, ez csak i=I esetén lehetséges. Az
antiszimmetria szerint u,;=v,, az allitast ezzel belattuk.
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Megijegyzés: egyik tétel sem miikodik visszafele. Az dbran lathaté halé ugyanis nem moduléris (a korrel jelolt
elemek egy Nj; részhalét adnak), pedig minden eleme egyértelmtien bomlik Gigy metszetirreducibilisek metszetére,
hogy nincs felesleges tényez6 (a feketével jelolt elemek a metszetirreducibilisek). @
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