42. oldal Algebra

10. Primér idedlok, Lasker-Noether tétel

R ebben a fejezetben kivétel nélkiil egységelemes kommutativ gytrtit jelsl.

10.1 Primér ideal, irreducibilis ideal

10.1.1 Definicio: Q¥R idedl primér, ha abeQ = (aeQ vagy IneN:b"eQ), masképp megfogalmazva
abeQ = (aeQ vagy beQ). Nyilvan minden primideal primér ideal. Q P-primér, ha primér és radikalja P.

10.1.2 Allitas: Q primér < R/Q-ban minden nulloszté nilpotens. (Egyszerten kiszdmolhaté.)
10.1.3 Allitas: ha Q primér, akkor P=+/Q) primideal.

Bizonyitas: abeP = JkeN: (ab)feQ, azaz a"b*eQ. Ekkor vagy a‘eQ, vagy valamely meN-re (b""eQ. Az elss
esetben aeP, a masodikban beP.

Példak:

- R=Z esetén (n) primér < (n=0 vagy n=p°, p prim, seZ").

- legyen R=K[x,y], Q=(x,y°). Ez primér, mert R/QzK[y]/(y2), amiben a nullosztok i tobbszorosei és ezek
7°=0 miatt nilpotensek. Viszont Q nem 4&ll el6 semmilyen primideal hatvanyaként. (Ezt csak tgy tehetné, ha a
radikaljanak hatvanya lenne, de VQ=(x,y). Ennek els6 hatvanya bévebb Q-ndl, minden tovabbi hatvanya pedig
szldkebb nala.)

- legyen R=K[x,y,z]/ (xy—z7). Jel6lje X,7,Z az x,y,z polinomok képét a természetes homomorfimusnal. Legyen
P=(x,Z). Ez primideél, mert R/p=K[x,y,z]/(x,z)=K[y] nullosztémentes. ¥-j=z"cP’ de X¢P’ (ez némi szamolassal
kijon...) és yj& \VP?=P. Ezek szerint P? nem primér idedl, hidba all el6 primideal hatvanyaként.

10.1.4 Allitas: ha VA=M maximalis ideal R-ben, akkor A M-primér.

Bizonyitas: R/A-ban M  képe, M/A=M" is maximalis. A  faktorgydrd  nilradikalja
N(R/A)={x+A|3n: x"+A=A}=VA/A=M". Ez tehat a primidedlok metszete, azaz minden primidedl tartalmazza M"*
-ot. Mivel maximalis, ez az egyetlen primidedl, tehat az egyetlen maximalis idedl (egységelemes kommutativ
gytrtben minden maximalis ideal primideél, R/A pedig ilyen). Tehat R/A lokalis gytrd, azaz minden nem-egység
M*-ban van. Specialisan minden nulloszt6 eleme a nilradik alnak, azaz nilpotens; ez volt bizonyitando.

10.1.5 Definicié: A,B<R-re A és B hanyadosidedlja (A:B)={reR|rBCA}. Nyilvanvalé, hogy ez is idedl,
AC(A:B), (NA;:B)=N(A;:B). Az (A:x) jelolés alatta (A:(x)) hanyadosidealt értjiik.

Megjegyzés: nyilvan A<R, BSR esetén {reR|rB§A}:(A:(B)), specidlisan (A:x)={reR|rxeA}. A B<R feltétel
tehat nem tal fontos.

10.1.6 Definici6: B<R annulator-idealja Ann(B)=(0:B).
10.1.7 Lemma: ha Q P-primér, xeR, akkor

1) xeQ = (Q:x)=(1),

(2) x2Q = V(Q:x)=P és (Q:x) P-primér

(3) x2P = (Q:x)=Q.

Bizonyitas: (1): ha xeQ, akkor VreR: r-(x)=Q, tehat (Q:x)=R=(1).

(2): ye(Q:x) & xyeQ.Mivel x¢Q, ebbdl yeP. Tehat Q<=(Q: x)=(P). Véve az egyenlet radikaljat P<+(Q:x) =P
. Ezek szerint ha Q primér, akkor P-primér. Legyen yze(Q:x) és lassuk be, hogy zeP vagy ye(Q:x), akkor kész
vagyunk. Ha nem, akkor x-yxeQ -bol kovetkezik xyeQ, azaz ye(Q:x).

(3): (Q:x)2Q mindig teljesiil. Ha x¢P de xyeQ, akkor yeQ, amibdl (Q:x)=Q.

10.1.8 Allitas: ha Q; minden iel-re P-primér, akkor Q=0,,Q; is P-primér.
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Bizonyitas: VQ=vNQ,=NVQ,=P, tehat ha Q primér, akkor P-primér. Ha xyeQ de x¢Q, akkor
Ji: x¢Q, = yeVQ;=P=Q.

10.1.9 Definicié: I<R irreducibilis idedl, ha az idealhaloban metszetirreducibilis.
10.1.10 Tétel: ha R noether, akkor minden ideal el6all véges sok irreducibilis ideal metszeteként.

Bizonyitas: R pontosan akkor noether, ha az I(R) idedlhélora teljesiil a maximumfeltétel. Idealhalé6 modularis,
tehat alkalmazhatjuk 9.9.8-at és kész vagyunk.

10.1.11 Tétel: ha R noether, akkor minden irreducibilis idealja primér.

Bizonyitas: el6szor azt latjuk be, hogy ha (0) irreducibilis ideal, akkor primér, tehat R minden nullosztéja
nilpotens.

Legyen xy=0. Azt allitjuk, hogy ha x#0, akkor alkalmas n kitevére y"=0. Ha valamely reR,keZ" -ra ryk=0,
akkor ryk+1=y-0=0, igy Ann(yk)gAnn(yk+1). Tekintstik az Ann(y)gAnn(yz)gAnn(f)g... végtelen idealsorozatot. R

noether, tehat ez id6vel stabilizalodik: Ann(y")=Ann(y™*").

(0)s(x)N(y”) és (x)#(0). Ha (y")=(0), akkor kész vagyunk. 7 (y")#(0). Ekkor (0)#(x)N(y"), hiszen (0)
irreducibilis, azaz vélaszthatunk egy a#0 elemet (x)N(y")-bol. ae(x) miatt ay=0. ae(y”) miatt IbeR: a=by". Ekkor
by" "' =ay=0, azaz be Ann(y""")=Ann(y"), by"=0. Eszerint a=by"=0, }.

Legyen A<R tetsz6leges. Vegyiik észre, hogy I(R)-ben A pontosan akkor metszetirreducibilis, ha az [A,R]
intervallumban metszetirreducibilis.

Konnyen lathat6, hogy ¢:1—1I/A bijekci6 R It tartalmaz6 ideéljai és R/A idedljai kozt. Az is trivialis, hogy az
I,]2A ideédlokra IcC] < (I/AQ J/A ) igy ¢ egy oda-vissza rendezéstartd6 bijekcid, ismertebb nevén
hél6izomorfizmus az I(R) halé [A,R] részhalsjabol I(R/A)-ba. Tehat A pontosan akkor metszetirreducibilis [A, R]
-ben, ha Ap=(0) metszetirreducibilis R/A-ben. A maximumfeltétel 6roklédik az [A,R] részhéléra, azaz R/A is
noether. A tétel mar belatott els6 része szerint ekkor R/A-ban minden nulloszt6 nilpotens, tehat A primér R-ben.
Ezzel az éllitast belattuk.

10.2 Primér és irredundans felbontas, Lasker-Noether tétel

10.2.1 Definicié: primér felbontas alatt egy A ideél felirdsat értjiik véges sok primér ideal metszeteként.

10.2.2 Definicié: legyen R noether, A<R. Az A=, Q; primér felbontés irredundans, ha a Q;-k kozott nincs
felesleges ((N j¢in)¢ Q;) és ha i#j, akkor VQ; 7&\/@ (ha Q; és Q; egyarant P-primér, akkor a metszetiik is az, tehat e
két tényez§ trividlis médon helyettesithet6 eggyel - ezt nem akarjuk irredundansnak nevezni). Az el6z6 két tétel
szerint minden A-nak van primér felbontésa és ez nyilvan lerévidithetd irredundénssé, azaz minden A <R-nek van
irredundéns felbontasa.

10.2.3 Lemma: ha P primideal R-ben és az A, A,,..., A, idedlokra M., ASP, akkor valamely k-ra A,SP.

Bizonyitas: 1 Vke{l,...,n}3x,cA~P. Ekkor ([T;_;x)elIA,SNACP. Mivel P primideal, valamelyik tényezé
benne kellene legyen, hogy a szorzat benne lehessen, }.

10.2.4 Kovetkezmény: minden primideal irreducibilis.

10.2.5 Lasker-Noether tétel: legyen A<R. Ekkor n értéke barmely A=(;_,Q, irredundans felirdsnal azonos,
s6t P,=\Q; jeloléssel {P|1<k<n} is mindig ugyanaz (amennyiben létezik primér felbontés, azaz pl. ha R noether).

Bizonyitas: nyilvan elég {P|1<k<n} &llandésagat belatni. Azt allitjuk, hogy {P,} pontosan az olyan
primideélok halmaza, melyek el6allnak +/(A:x) alakban.

(1) Ha P=v/(A:x) primideal, akkor szerepel {P;}-ban.

P=+(A:x)=V((NQY:x)=VN(Q;: x)=NV(Qs: x) . 10.1.7.1 szerint xeQ, esetén V(Q,:x)=VR=R. Ha x¢Q,, akkor
10.1.7.2 alapjan (Qy:x) Py-primér, azaz (Qy:x)=P;. Tehat P=((P; vagy R). 10.2.3 szerint P, megegyezik a
metszet valamely tagjaval, ez pedig nem lehet R, hiszen azt nem nevezziik primideédlnak. Tehat alkalmas k-ra P=P;

, ahogy azt szerettiik volna.
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(2) P; elséll V(A:x) alakban.

Legyen xe(N.;Q)~Q; (irredundéns felirdsnal ez a halmaz nem iires, tehat valaszthato ilyen x). Ekkor a fenti
szamolassal \/(A:x)Z\/(Qi:x)ﬂ(ﬂk#\/(Qk:x))zPiﬂ(ﬂk$iR)=Pi.

10.2.6 Definici6: legyen A olyan idedl R-ben, amelynek van primér felbontasa. Ekkor létezik A=[,Qy
irredundéns feliras is. Az A-hoz tartoz6 primidealok alatt a P,=vQ, primidedlok halmazat értjik. A
Lasker-Noether tétel kovetkeztében ez a definici6 értelmes. Nyilvan AC Py, hiszen AC Q, < P;.

10.2.7 Definicié: az A<R idedlhoz tartoz6é minimalis avagy izolalt primideédlok az A-hoz tartoz6 primidealok
halmazénak minimaélis elemei.

10.2.8 Allitas: ha A<R és a P primidedlra ACP, akkor valamely P, A-hoz tartozé minimélis primidedlra
P,cP. Tehat az A-hoz tartozé minimalis primidealok a minimalis A-t tartalmaz6 primideélok.

Bizonyitas: P=vP2VA=NVQ,=N;P;. 10.2.3 szerint P tartalmazza valamelyik P.-t, amely tartalmaz A-hoz
tartozé izolalt primidealt.

10.2.9 Kovetkezmény: ha R noether, akkor az A-t tartalmaz6 primideélok k6zott véges sok minimaélis van.
Megjegyzés: Q primér < Q-hoz pontosan egy primidedl tartozik.

10.2.10 Tétel: ha A-nak van primér felbontasa és P A-hoz tartozé izolélt primideal, akkor az A irredundéns
felbontasdban szereplé P-primér ideél egyértelmd. Ha P bedgyazott primidedl (A-hoz tartozé primideél, de nem
minimalis), akkor a hozza tartozé Q nem feltétlentil egyértelmd. (Ezt nem bizonyitjuk.)

Példa: legyen neZ, n>1, A=(n)<Z. Irjuk fel n-t primhatvanyok szorzataként: n=p;'-py2....ps". Ekkor
(n)=j=1 (p") irredundans felbontés, az (n)-hez tartozé primidealok {(p)|1<k<s}. A Lasker-Noether tétel szerint
ezeket n egyértelmiien meghatarozza. Mivel mindegyik izolalt, az iménti tétel szerint a kitevdk is egyértelmdiek.
Ezzel ismét belattuk az egyértelmi primfelbontas létezését.

10.3 A tétel geometriai jelentése

Legyen K test. Vegyiik egyrészt a K" affin teret, masrészt az R=K[xy,...,x,] polinomgytrtt. Tetsz6leges XSR
részhalmazra legyen V(X)={(v;,0,,...,v,)eK" |V feX: flv,,...,0,)=0}. Az ilyen halmazokat affin algebrai halmaznak
nevezzik.

V(X)UV(Y)=V(X-Y), hiszen akér a jobb, akér a bal oldalnak pontosan akkor nem eleme veK", ha X-nek és Y-nak
is van olyan eleme, ami nem ttinik el (nem ad 0 behelyettesitési értéket) v-ben. V(X)N V(Y)=V(XUY), mert barmelyik
oldalnak pontosan akkor eleme 4, ha X és Y minden eleme elttinik V-ben. Ha X<V, akkor V(Y)cV(X). Ha X
minden eleme elttinik az a=(ay,...,a,) pontban, akkor nyilvan (X) minden eleme is elttinik, azaz V(X):V((X)). fgy
szoritkozhatunk a V(A) : A<R halmazokra.

Hilbert bazistétele szerint R noether, tehat A végesen generalt: eldall (fy,f,,...,f,) alakban, azaz
VIA)=V(f1, for--s fr)=Niz1 VIf). Tehat V(A) megadhat6 véges sok polinom nullhelyeinek metszeteként.

R noether, igy A-nak a Lasker-Noether tétel értelmében van irredundéans primér felbontasa, A=(;_;Q, amibél
V(A)=U-1 V(Q)), azaz V(A) el6all véges sok, primér idedlhoz tartozo affin algebrai halmaz unidjaként. Ez
utébbiakat algebrai sokasag avagy algebrai varietas névvel illetjiik.

Vegyiik észre, hogy feR pontosan akkor ttinik el a-ban, ha f" elttinik, hiszen f"(v)=(f(v))", ami pontosan akkor
0, ha f(v)=0 (K test = nullosztomentes). Tehat V(Q)=V(/Q).

Azaz V(A) éppen az A-hoz tartozé primidealokhoz tartozé algebrai sokasdgok unidja. A bedgyazott idedlok
érdektelenek, mivel PC P’ esetén V(P')< V(P).

Osszefoglalva: V(X)=UV(P), ahol P befutja az X &ltal generalt idealhoz tartoz6 minimalis primidealokat, melyek
véges sokan vannak.
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Példak:

- legyen K=R, n=2. Az egységkor felirisa V({x’+y’~1}). Ha elmetssziik az x=y egyenessel, akkor
V{{x®+y*=1,x—y})=V({2x*~1,x—y}) -t kapjuk, ez valoban {(%F,%3), (-5, —F)}. Ha viszont uniozzuk az egyenessel,
akkor V({(x2+y2—1)-(x—y)}) lesz a feliras.

- K[x,y]-ban Az(xz,xy)z(x)ﬂ(x,y)zz(x)ﬂ(xz,y) két irredundans felirds. A megfelel§ primideédlok (x) és (x,y);
(x) izoldlt, (x,y) beagyazott. Igy V(A)=V(x) - ezt szoktuk fiiggSleges egyenesnek vagy y tengelynek hivni.
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