46. oldal Algebra

11. Testek, testbdvitések

11.1 Normalis bévitések

11.1.1 Definicié: az L|K algebrai bévités normalis, ha minden K feletti p polinom, amelynek van gyoke L-ben,
L[x]-ben linearis faktorok szorzatara bomlik.

Megjegyzés: minden elséfokd bévités normalis. Ugyanis ha egy K|[x]-ben irreducibilis polinomnak van gyoke
K-ban, akkor els6fokti és valoban felbomlik linearis faktorok szorzatara.

11.1.2 Allitas: minden masodfokd bévités normalis.

Bizonyitas: legyen (L:K)=2, p(x)eK[x] irreducibilis, aeL és p(a)=0. Feltehetjiik, hogy p féegyiitthatoja 1.
Ekkor p éppen o kanonikus polinomja, eszerint foka osztja a b6vités fokat. Eszerint p els6- vagy masodfokd. Az
elsé esetben p=x— o, a masodikban L[x]-ben (x—a)|p(x) miatt p(x)=(x—a)-g(x), ahol g(x) csak elséfok lehet.

Példa: Q(%HQ nem normalis. Ugyanis p(x)=x3—2 irreducibilis a Schénemann-Eisenstein kritérium szerint.
Ennek a=32 gyoke, azaz p(x)=g(x)-(x—a). Ha g(x) felbomlana Q(32)[x]-ben két linearis polinom szorzatéra, akkor
az a felbontas C[x]-ben is mdkodne, hiszen Q(32)<C. Viszont C-ben p masik két gycke nem valds, azaz p lineéris
faktorokra bontdsa nem valés egyiitthatés. Igy g(x) irreducibilis Q(32)-ben, azaz Q(I2) |Q nem normalis.

11.1.3 Tétel: az L|K véges bovités normélis <> izomorf valamely p(x)eK[x] felbontasi testével.

Bizonyitas: < : legyen L az 1 fGegyiitthatéju f(x)eK[x] polinom felbontasi teste, azaz L=K(ay, o, ..., a,), ahol
[Ti=1 (x—og)=Ff(x). Legyen p olyan K feletti irreducibilis polinom, melynek gyoke BeL és lassuk be, hogy p eldall L
feletti linearis polinomok szorzataként. Tudjuk, hogy B eldall glay,...,«,) alakban, ahol ge Klxq,...,x,].
(EmlékeztetS: az ilyen alakban elGallo L-beli elemek halmaza zart a mtveletekre és tartalmazza {ay, ..., o, -t, tehat
maga L, kiilonben L feleslegesen nagy lenne K(o, ..., «,)-nek.) Definialjuk az alédbbi segédpolinomot:

h(x):HoeSn (x_g(alo/ cees O{no))EL[x] .

Ennek egyttthatéi az oy,..., a,€L szdmok szimmetrikus polinomjai K-beli egytitthatokkal, mert a definici6
szimetrikus és geK[xy,...,x,]. A szimmetrikus polinomok alaptétele szerint h(x) el6éll a, ..., a, elemi szimmetrikus
polinomjainak, azaz p egyiitthatéinak K-beli egyiitthatos polinomjaként. Tehat h(x)eK[x]. h(8)=0, hiszen h(x)
definici6jaban o-t az identikus permutacionak vélasztva a megfelelS tényezd (x—p). Mivel 8 kanonikus polinomja
p, ennek osztania kell h-t K[x]-ben. Ekkor persze L[x]-ben is osztja, azaz p L[x]-beli irreducibilis faktorai h
irreducibilis faktorai koziil valék, igy linearisak.

s

=: mivel L véges bovités, el6éall K(ay,...,a,) alakban. Legyen «; kanonikus polinomja p,. A p, polinomok
mindegyike irreducibilis K[x]-ben és van gyoke L-ben. Ha L|K normalis, akkor mindegyik felbomlik linearis
faktorok szorzatéra, igy qlx)=ITi-1pi(x) is. Allitsuk el6 q(x) felbontasi testét gy, hogy K-hoz elészor ay,..., a,-t
adjungéljuk, majd a tobbi gyokét. Ily médon g felbontasi testét kapjuk L felett, ami maga L, hiszen g minden gyoke
L-beli. Tehat L el64ll g K feletti felbontasi testeként.

P

11.1.4 Allitas: ha L|K véges bévités, akkor talalhaté egy olyan N|K normalis b6vités, amelyre K<L<N és N a
lehet6 legkisebb, azaz tetszéleges M|K L-t fedS normélis bévitésre taldlhaté egy N-el izomorf N*, amelyre
L<N*<M.

Bizonyitas: mivel L véges bovitése K-nak, el6all L=K(oy, ay, ..., o) alakban. Legyen o kanonikus polinomja py,
q(x)=TT=1 pe(x). Allitsuk el6 K felett g felbontési testét tgy, hogy elészor az ay, ..., a, gyokoket adjungaljuk, aztan a
tobbit. Legyen a kapott bévités N. Ez 11.1.3 szerint normalis bévités és nyilvan K minden {ay, ..., a,}-t fed6 M
normalis bévitésének tartalmaznia kell g felbontasi testét, hiszen py,...,p, mindegyike linedris faktorokra kell

bomoljon M[x]-ben.
11.1.5 Definicié: a fenti N bévitést L|K normalis lezardsdnak nevezziik.

Példa: Q(32) |Q normalis lezarasa QR2,¢,), azaz p(x)=x3—2€Q[x] felbontasi teste (p gyokei 32,6532 és €1 32).
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11.1.6 Definici6: legyen ®<K[x] polinomok egy halmaza. @ felbontési teste az a legsziikebb L|K bévités,
amelyben minden fe® linedris faktorok szorzatara bomlik. Némi faradsaggal belathatd, hogy ez izomorfia erejéig
értelmes. Ha a ®-beli polinomok gyokeinek halmaza {a,|kel}, akkor L azon elemek halmaza, melyek el§allnak
véges sok o, K feletti polinomjaként.

11.1.7 Allitas: az L|K bévités pontosan akkor normalis, ha el6all valamely @< K[x] felbontasi testeként.
Bizonyitas: ha L|K normélis, akkor el6éll, mint elemei kanonikus polinomjai halmazanak felbontasi teste.

Legyen L|K @ felbontasi teste, feL tetszSleges. Ekkor f elsall véges sok a, K feletti polinomjaként. Legyen
ezen véges sok o, K feletti kanonikus polinomjainak szorzata g, g felbontasi teste K felett L'. Ekkor feL'CL és
L'|K normalis. Eszerint 8 minden konjugéltja benne van L’-ben, igy L-ben is. Azaz L tetszSleges elemének minden
konjugaltja is L-beli, L| K normélis.

Megjegyzés: ez alapjan definidlhat6 tetszéleges L|K bévités normalis lezarasa, mint az L-beli elemek K feletti
kanonikus polinomjai halmazénaknak felbontasi teste. Ez a szokott értelemben egyértelmd és a lehetd legkisebb L-t
fed6 normalis b&vités.

11.1.8 Allitas: ha M|K normalis b6vités és K<L<M, akkor M|L is.

Bizonyitas: ha M|K normalis bévités, akkor M elall valamely ®<K[x] felbontasi testeként. Ekkor persze
dcL[x] és ® L feletti felbontasi teste is M, ezért M | L normalis.

L|K -r6l nem tudunk semmit, hiszen M-et L|K normalis lezarasanak valasztva M|K automatikusan normalis
lesz.

Megjegyzés: abbol, hogy L|K és M|L normalis bévitések, nem kovetkezik, hogy M|K is normalis. Ugyanis
Q(32) |Q nem normélis (nincs benne +i-32), pedig Q2) |Q(2) és QIV2)|Q masodfokd, azaz normalis bévitések.

11.1.9 Allitas: ha L|K normalis és feK[x] irreducibilis, akkor firreducibilis faktorai L[x]-ben azonos foktak és
megkaphatoak egymasbdl tigy, hogy minden egytitthato helyére valamelyik konjugaltjat irjuk.

Bizonyitas: legyen L|K normaélis bévités. Legyen feK[x] irreducibilis és L[x]-ben f(x)=p,-py....p; az
irreducibilis faktorokra bontdsa. Azt akarjuk belatni, hogy degp;>degp;. Legyen pilx)=x"+a,_x" . +ax+ag.
Legyen tovabba a; konjugaltjainak halmaza A;. Tekintstik a h(x)=Ilu. gea, (@nx"+a},_1+...+a]+a5) polinomot - ez

egy [Tito | Al =ITitog«(a,) tényezSbdl all6 szorzat. Mivel L normalis, minden k-ra A,CL, azaz minden tényezé L[x]
-beli. Kovetkezésképp h(x) minden L[x]-ben irreducibilis faktora legfeljebb m-edfoka.

Jelolje A elemeinek s-edik elemi szimmetrikus polinomjat 6,(A;). h(x) egyiitthat6i olyan K-beli egyiitthatos
polinomjai (UiLoA;) -nak, melyek minden ke{0,...,m}-re szimmetrikus polinomjai A; elemeinek. A szimmetrikus
polinomok alaptételét m+1-szer alkalmazva K feletti polinomjai U, (U,6,(A;))-nak. Vegyiik észre, hogy 6,(A,) az a;
kanonikus polinomjanak egyik egyiitthatéja, azaz K-beli = h(x)eK[x].

p; tényezSként szerepel h(x)-ben, azaz L[x]-ben p;|h. Véve p; egy o gyokét h(a)=f(a)=0. f(x)eK][x] irreducibilis
és van kozos gyoke h(x)eK[x]-el, azaz K[x]-ben f|h.Ez persze L[x]-ben is fennall, azaz f irreducibilis faktorai h(x)
irreducibilis faktorai koziil valok, igy legfeljebb m-edfoktak = degp;<m=degp;.

Ekkor minden p; foka azonos. Igy f minden irreducibilis faktora a h(x) definiciéjaban szerepld tényezék egyike,
tehat valéban csak az egytitthatok konjugalasaban térhetnek el egymastol.

11.2 Szeparabilis bdvitések

11.2.1 Definicié: a p(x)eK[x] irreducibilis polinom szeparabilis, ha felbontasi testében minden gyoke
egyszeres. Inszeparabilis, ha van t6bbszoros gyoke.

Nézziik meg, milyen lehet egy inszeparébilis irreducibilis polinom. Legyen f(x)=ag+ax+ax’+...+a,x"eK[x]
irreducibilis. (f,f')|f, tehat (f,f') csak 1 vagy f lehet. f-nek pontosan akkor van tobbszoros gyoke, ha f és f'
legnagyobb kozos osztéja nem 1, azaz ha f|f'. degf <degf miatt ez pontosan f'=0 esetén all fenn. Azaz f
inszeparabilis < Y k-ax'=0 < Vkell,...,n}: k-a=0.
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Ha a test karakterisztikdja O, akkor akkor erre aligha szdmithatunk, hiszen #-a,#0. Ha char K=p>0, akkor
pontosan a q(x)=z,r(":oakpxk7” alaka polinomok derivaltja lesz az azonosan 0 polinom, azaz pontosan az ilyen alaka
irreducibilis polinomok lesznek inszeparabilisek. Hogy van-e egyaltalan ilyen irreducibilis polinom, az a testtdl

fugg.

11.2.2 Definicié: legyen o algebrai K felett. o szeparabilis, ha kanonikus polinomja szeparabilis.

11.2.3 Definici6: az L|K algebrai b6vités szeparabilis, ha minden o eleme szeparabilis. Persze minden elséfoku
bévités szeparabilis.

11.2.4 Definicié: az feK[x] polinom szeparébilis, ha minden irreducibilis faktora az.

11.2.5 Definicié: a K test perfekt, ha minden irreducibilis polinomja szeparabilis. Masként megfogalmazva:

minden polinomja szeparébilis;

minden véges bévitése szeparabilis;

minden algebrai b6vitése szepardbilis;

minden K felett algebrai elem szeparabilis.
Megjegyzés: minden 0 karakterisztikéju test perfekt.

11.2.6 Megjegyzés: vegyiik észre, hogy a binomialis tétel értelmében egy p#0 karakterisztikdju testben
(atbf=a"£b", igy a pf -edik hatvanyra emelés és az Gsszeadas (kivonas, ellentettképzés) felcserélhet6 miiveletek.
Ezt igen gyakran fogjuk hasznalni, kiilon hivatkozas nélkiil.

11.2.7 Tétel: legyen char K=p>0. Ekkor K perfekt < VoaeK: WaeK: (Vaf =a.
Megjegyzés: ha létezik, akkor egyértelmd, hiszen a”—b"=(a—b)’, igy a nullosztomentességbdl a"=b" < a=b.

Bizonyitas: < : 1 3feK[x] irreducibilis, inszeparabilis polinom. Ekkor f(x)={_a,x". Legyen ¢=Ya,. Igy
(25, ckxk)p =Y cfx'P=f(x), azaz f mégsem irreducibilis, }.
=: tegyiik fel, hogy az aeK elemnek nincs p-edik gyoke. Legyen f(x)=x"-a, f felbontasi teste L, aeL gyoke

fnek. Ekkor x"—a=x"-a—(a"-a)=x"-o"=(x—a)'. Eszerint f minden K[x]-ben irreducibilis faktora (x—a)eL[x]
hatvanya. Ennek pontosan egy hatvéanya lehet irreducibilis - a legalacsonyabb olyan hatvénya, amely K[x]-beli -,

legyen ez (x—a)'. Igy flx)=((x—a)")", amib6l k|p, azaz k=1 vagy k=p. Az el6bbi lehetetlen, hiszen agK. Igy

(x— o irreducibilis, ezért inszeparabilis és K nem perfekt.

Példa: legyen P tetszlleges, p karakterisztikaju test (p>0), t transzcendens P felett. Ekkor P(t)-ben t-nek nincs
p-edik gyoke. Ha ugyanis valamely ¢(t)eP(t) p-edik hatvanya t lenne, ahol ¢ P feletti racionalis tortfiiggvény, akkor
¢-t felirva az f,geP[x] polinomok héanyadosaként h(x)z(f(x))p —x-(g(x))p -nek gyoke lenne t. Ez lehetetlen, mert h(x)
nem azonosan 0, igy nem lehet gyoke a t transzcendens szam. Eszerint x"—t inszepardbilis P(t)[x]-ben, P(t) nem
perfekt.

11.2.8 Allitas: ha K<L<M és M|K szeparabilis, akkor L|K és M|L is szeparabilis.

Bizonyitas: ha M| K szeparabilis, akkor M minden eleme szeparabilis K felett = L<M minden eleme is, azaz
L|K is szeparabilis.

Legyen aeM tetszéleges. Legyen kanonikus polinomja K[x]-ben p, L[x]-ben g. Ekkor L[x]-ben g|p. p-nek nincs
tobbszoros gyoke, mert M| K szeparabilis. Eszerint g-nak sem lehet tobbszoros gyoke, azaz o szeparabilis L felett.

11.2.9 Allitas: legyen N|K normalis bévités, char K=p>0, fyeK[x] irreducibilis, amelynek van N-ben gyoke.
Ekkor f; felirhat6 [T, (x— ) alakban, ahol a,eN paronkeént kiilonbozs elemek, reN.

Bizonyitas: mivel N|K normélis, f, felbomlik linedris faktorok szorzatara: fy(x)=ITj;(x—oq)*, ahol az ok

péaronként kiilonboz6 N-beli elemek, s,eZ*. Ha f, inszeparabilis, akkor el6all ., aipxip alakban. Legyen
Alx)=%a,x", igy folx)=fix"). fi-nek gyoke ajeL, ezért felbomlik linearis faktorok szorzatara: fl(x)zl_[]Ll (x—ﬁj)tf ,

amib6l [Ti_; (x— oq)*=folx)=fi(x")= H;:1 (- Bj)tj .

A bal oldalon N[x]-ben irreducibilis (linedris) polinomok szorzata &ll = a jobb oldal minden (x"-p,) tényezgjét

osztja valamely (x—ay;), azaz gydke ay; = ofj=p; = x"—p;=x"-ofj=(x—0y;)". Tovdbba minden «; p-edik

hatvénya gyoke f;-nek, tehata f;-k éppen az af szamok: f;(x)=ITj-; (x— af ) és folx)=TTj-1 (x"—of)*=TTj-1 (x — o).
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Ha f; szeparabilis, akkor minden t, 1 és az allitds r=1 valasztassal teljestil. Ha f; is inszeparabilis, akkor
Zu,-.pzxip alaka, legyen fz(x)=2a,-.p2xi. Ennek gyékgi hasonl6 modon éppen az o, szdmok p’-edik hatvanyai és az o
gyok multiplicitasa fy-ban p’-szerese az af gyok f,-beli multiplicitisanak. Ezt folytatva valamelyik f,
szeparabilis lesz (amig nem szeparabilis, addig tovabb tudunk lépni és idével meg kell allnunk, mert deg f;
szigoraan csokken), ekkor f,(x)zHZﬂ(x—afy) és ﬁ)(x)zﬁ(xpy)zl_ﬂ;l(x—ak)py

11.2.10 Kovetkezmény: ha o inszeparabilis K felett, akkor alkalmas hatvédnya szepardbilis, tovabba ezen
hatvany kitevéje p hatvanya és grya osztdja.

Bizonyitas: legyen f o kanonikus polinomja K felett, L pedig f felbontési teste, majd alkalmazzuk az el6zd
allitast.
11.2.11 Definicié: legyen K<L és acL algebrai K felett. o-t tisztdn inszeparabilisnek nevezziik, ha kanonikus

polinomjanak egyetlen gycke a (a felbontasi testben). Az L|K bévités tisztan inszeparébilis, ha minden eleme
tisztan inszeparabilis.

11.2.12 Lemma: az L|K bévitésben o tisztan inszeparébilis < aeK, vagy char K=p>0 és o’ ‘eK valamely
neN-re.

Bizonyitas: acK esetén az allitds igaz. Szoritkozhatunk tehat az aeL~K esetre. Ekkor ha « tisztan
inszeparabilis, akkor inszepardbilis, azaz char K=p>0.

= : ha o tisztan inszeparabilis, akkor kanonikus polinomja (x—a)" alakd, ahol x—a alacsonyabb hatvanya még
nincs benne K[x]-ben. Legyen m=p"-s, ahol pfs. 1 s=1, ekkor (x—a)" "¢K[x] . Ha ennek legkisebb indexd L~K-beli
egyiitthatdja a,, akkor (x—a)"= ((x— af ”)s—ben x' egytitthat6ja s-a,+(...), ahol a fel nem sorolt tagok K-beliek. s-a,¢K,
azaz (x—a)"¢K[x], §.Igy hat s=1, ebbél (x—a) " =x"—a""eK[x] és o’ eK.

1

«<: legyen o’ eK. Ekkor a gyoke (x—of =x"—-o” eK[x]-nek, tehat kanonikus polinomja osztia (x—af -t.
Ennek egyetlen gyoke «, azaz a kanonikus polinomnak is.

Megjegyzés: a lemmabodl latszik, hogy ha K<L és o inszeparabilis K felett, akkor L felett is az. Ezt gyakran ki
fogjuk hasznalni.

11.2.13 Allitas: ha f tisztan inszeparabilis K felett, akkor K(B)|K tisztn inszeparabilis bévités.

Bizonyitas: azt fogjuk belatni, hogy ha pB%eK: g=p", akkor VyeK(B) elemre y7eK. Nos, y elsall
)’Zgy(ﬁ):ZZ;éckﬁk : K alakban. Ekkor qu(gy(ﬁ))q=ZZ;é cf-(8'eK, azaz y valéban tisztan inszeparébilis.

11.2.14 Allitas: ha M|L és L|K tisztan inszeparabilis bévitések, akkor M|K is az. Ugyanis tetszéleges aeM
elem alkalmas g=p’-edik hatvanya L-beli, e hatvany alkalmas g'=p" -edik hatvénya pedig mar K-beli.

11.2.15 Kovetkezmény: ha f,..., 8, tisztan inszeparabilisek K felett, akkor K(B,...,,) | K tisztan inszepardbilis
bévités.

Bizonyitas: az el6z6 allitds szerint elegendé belatni, hogy K(By,..., B)| K(By,..., Bi_1) tisztdn inszepardbilis. Mivel
By tisztan inszeparabilis példaul K(fB,, ..., Bi_1) felett is, 11.2.13 miatt kész vagyunk.

11.2.16 Lemma: ha o szeparabilis K felett, akkor K(a)~K-ban nincs tisztédn inszeparabilis elem.

Bizonyitas: legyen o kanonikus polinomja f, foka n. 1 3feK(a)~K tisztan inszeparabilis elem, azaz B7eK,g=p".
Allitsuk el6 -t a legfeljebb n—1-edfokt, K-beli egyiitthatés polinomjaként: f=g(a). Ekkor a gyoke a K(B)[x]-beli
g(x)=p polinomnak. Legyen o kanonikus polinomja K(B) felett hix)=34 o yx®. hix) osztja (g(x)— ﬁ)—t, igy
deg(h) < deg(g)<n—1<grya)=deg(f). o szeparabilis K felett, tehat h-nak hatérozottan kevesebb gyoke van, mint fnek.
Tovabba 9(x):=(h(x)|"=X yi-x"" eK[x], mert c,eK(B) miatt cfeK (Id. 11.2.13 bizonyitasat). 9(a)=0, igy K[x]-ben
f|9. Viszont 9-nak ugyanannyi kiilonb6z6 gyoke van, mint h-nak, tehét kevesebb, mint fnek, 4.

11.2.17 Kévetkezmény: ha N|K egy szeparabilis b6vités normalis lezarasa, akkor N~K-ban nincs tisztdn
inszepardabilis elem.

Bizonyitas: jelolje az emlitett véges szeparabilis bévitést L|K. 7 3yeN~K tisztan inszeparabilis elem. Ezen y
elem N-en beliil belefoglalhat6 egy véges bdvitésbe, amely persze el6éll K(ay,..., «,) alakban, ahol minden «; vagy
L-beli, vagy egy L-beli konjugéltja, tovabba y¢K(oy,...,«,_1). Mivel o, szepardbilis K felett, még inkabb
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szeparabilis K'=K(ay, ..., a,,_1) felett, hasonldéan y tisztan inszeparéabilis K'felett. De az iménti lemma szerint
K'(a,,)~K'-ben nincs K’ felett tisztan inszeparabilis elem, }.

11.2.18 Tétel: ha N |I< normalis, inszeparabilis bévités, akkor N~K-ban van tisztdn inszeparabilis elem.

Atfogalmazva: ha egy normalis bdvitésben nincs nem-trividlis tisztdn inszepardbilis elem, akkor a bd&vités
szeparabilis.

Bizonyitas: legyen feN~K inszeparébilis. Ekkor K feletti kanonikus polinomja - jelolje f(x) - N[x]-ben linearis
faktorokra bomlik, azaz Flx)=TTs (x—= BT = g=p". A Q) =TT (x— B =200 yix” jeloléssel
Yo yix 1=(g(x))"=flx)eK[x]. Ezért Vk: y/eK, igy minden y, tisztan inszeparabilis K felett. Tovabba nem lehet

mind K-beli, mert akkor ¢(x)eK[x] lenne és f(x)z(g(x))q nem lenne irreducibilis K[x]-ben.

11.2.19 Kovetkezmény: szepardbilis bévités normaélis lezardsa szeparabilis, mert nincs benne nem-trivialis
tisztan inszeparabilis elem.

11.2.20 Tétel: ha o, : kel szeparabilisek K felett, akkor K(oy: kelI)|K szeparébilis.

Bizonyitas: elég belatni, hogy a normadlis lezaras szeparabilis. Ezt megkaphatjuk tgy, hogy K-hoz az osszes o,
osszes konjugéltjat adjungaljuk, azaz el6all N=K(o): Ac]) alakban, ahol minden «) szeparabilis K felett. Vegyiink
egy tetsz6leges fe N~K elemet. Ez benne van egy olyan normadlis b6vitésben is, ahol csak véges sok «; : i=1...m
elemet adjungalunk K-hoz. 1 f inszepardbilis. Ekkor M~K-ban 11.2.18 miatt van egy y tisztan inszeparabilis elem.
Ez viszont ugyanugy lehetetlen, mint 11.2.17 bizonyitasanal, }.

11.2.21 Lemma: ha N|K normalis bévités és f(x)eK[x] irreducibilis, akkor f N[x]-ben irreducibilis faktorai
vagy mind szepardabilisek, vagy mind inszeparabilisek.

Bizonyitas: ha minden faktor szeparabilis, akkor kész vagyunk. Legyen hat geN[x] inszeparabilis irreducibilis
faktor. Ekkor g(x)-ben az x' hatvanyokhoz tartozok kivételével minden egyiitthat6 0. Ha az egyiitthatok helyére
konjugéltjaikat irjuk, a 0-k megmaradnak. igy az inszeparabilitas is. 11.1.9 szerint ily médon f minden N[x]-beli
irreducibilis faktora megkaphat6, tehat ezek egytdl-egyig inszeparabilisek.

11.2.22 Tétel: szepardbilis b6vités szeparabilis bévitése szeparabilis, azaz ha L|K és M|L szeparabilis, akkor
M]|K is. Masképp megfogalmazva: ha L|K szeparabilis és a szeparabilis L felett, akkor K felett is az.

P

Bizonyitas: legyen L|K szepardbilis bévités, N|K a normalis lezérasa, o szeparabilis L felett. Azt kell
belatnunk, hogy « szeparébilis K felett. Tudjuk a 11.2.19 kovetkezménybél, hogy N|K is szeparabilis. Persze a az
N felett is szeparabilis.

Legyen o kanonikus polinomja K felett f, N felett g. Jelolje oy=a, ay, ..., a, f gyokeit a felbontasi testben. Mivel g
szeparabilis, a 11.2.21 lemma szerint N[x]-ben f minden irreducibilis faktora szeparébilis. Barmely o; elem N feletti
kanonikus polinomja f valamely irreducibilis faktora, azaz minden «; szeparabilis N felett.

Legyen M=N(f)=N(ay, ..., &,). Ekkor M|N normélis és a 11.2.20 tétel szerint szeparébilis. Azaz M~N-ben nincs
N felett tisztan inszepardbilis elem, igy K felett tisztdn inszeparabilis sem. Szintén nincs K felett tisztan
inszeparabilis elem N~K-ban, osszefoglalva az egész M~K-ban nincs. Azaz a K(f)<M normdlis bévitésre
K(f)~KEM~K nem tartalmaz K felett tisztdn inszeparébilis elemet, igy 11.2.18 szerint szeparabilis.

11.2.23 Allitas: tetszdleges L|K bévitéshez talalhaté olyan S kozbiilsS test, hogy S|K szeparébilis és L|S
tisztan inszeparabilis bovités. Specidlisan a K felett szeparabilis L-beli elemek résztestet alkotnak.

Bizonyitas: tekintsiink egy, a Zorn-lemma szerint 1étez6 maximalis szeparabilis bévitést L és K kozott. Legyen
ez S. BeL~S esetén f nem lehet szeparabilis K felett, hiszen akkor S felett is szepardbilis lenne, 11.2.20 és 11.2.22
alapjan S(B)|S és S(B)|K is szeparabilis b6vités lenne, ami ellentmond S maximalitasanak. Azaz S éppen L~K
szeparabilis elemeibdl all.

Legyen el tetszéleges és vegyiik a 11.2.10-ben nyert szeparabilis hatvanyat. Ez persze S-beli, azaz f tisztan
inszeparabilis S felett.
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11.3 Véges testek

11.3.1 Megjegyzés: ha acN, a>1. akkor az euklideszi algoritmus alapjan ad—l|a”—1 < d|n. Ugyanigy
x~1|x"-1 < d|n.

11.3.2 Tétel: tetszSleges feZ", p prim esetén pontosan egy g=p’ elemd test létezik és minden véges test ilyen.

Bizonyitas: legyen K tetszéleges véges test. Ekkor charK nem 0, azaz p prim. {0,1,1+1,...,p—1} zart a
mitveletekre, igy egy F,-vel izomorf résztestét adja K-nak. Eszerint K véges vektortér F, felett. Dimenzidjat f-el
jelolve (K,+):(FJ,+), specidlisan |K | =q. Az &llitds masodik felét ezzel belattuk. Lassuk most be, hogy val6ban
létezik pf elemd test.

Tekintsiik a 9(x)=x"-xeF,[x] polinomot. Legyen K ennek egy felbontasi teste. 9(x) minden gytke egyszeres,
mert derivéltja -1, azaz (9,9')=1.

Lemma: 9 gyokei résztestet alkotnak K-ban. Ugyanis ha a,b gytke 9-nak, akkor a’=a és b7=b, amibdl
(a+b)'=a"+b"=a+b a binomidlis tétel szerint, (a')'=(a")'=a"" és (ab)’=a"b"=ab csak ugy. Osszefoglalva a+b,a ' ab
is gyoke 9-nak.

Eszerint K személyesen a 9 gyokeibél allé halmaz, azaz egy g elemd test. Mar csak az egyértelmtiség van hatra.

Legyen K egy g elemd test. Ekkor K* egy g-1 elemd (kommutativ) csoport = VeK*: a''=1 =
VaeK: a’-a=0. Tehat K minden eleme gyoke a fenti 9-nak, elemei tehat épp 9 dsszes gyokét adjak, K pedig 9
egyértelmd felbontasi teste.

Bizonyitas IL: jelolje F,-t K. Azt allitjuk, hogy K felett van f- edfoku irreducibilis polinom. Ha ez igaz, akkor
ennek egy o gyokét ad]ungalva K-hoz f-edfokt bévitést, azaz p’ elemd testet kapunk. (Az egyértelmiiséget
ugyanagy bizonyitjuk, mint az el6bb.) Legyen F,(x) a K feletti 1 fGegyiitthatoju d-edfoku irreducibilis polinomok
szorzata (ilyenbdl véges sok van, tehét a szorzat értelmes). Legyen tovabba n(x)=[1,. d| de(x) .

Lemma: egy g(x)eK[x] d-edfokd irreducibilis polinom pontosan akkor osztja ¢(x)=(x"—x)-et, ha d|f.

Bizonyitds: =: g(x)|¢lx) esetén legyen a gyoke g-nek. Ekkor [Kla):K]=d. Kla) multiplikativ csoportjanak
rendje p’~1, tehat K(a) minden eleme gyoke (x” —x)—nek Ez p’ kulonbozo gyok, igy x'=x Gsszes gyoke éppen
K(a). K(or)-ban minden elem el6all a legfeljebb d-1 edfoku K-beli egyiitthatos polinomjaként. Egy tetszGleges f
elemere tehat B7=(by+bya+...+b, ) =by+bya+...+by 0", mert beK nuatt bi=b; és gla)=0, g(x)|¢(x) miatt

= a. Eszerint x”'—x minden gyoke gyoke ¢(x)-nek is, azaz x” —x|x'7 x = p-1lp-1 = d|f

<: d|f-bsl x* —x| ¢lx). Ha g d-edfoku irreducibilis és a egy gyoke, akkor a fenti moédon K(a) minden eleme
gyoke (xp —x) -nek, igy ¢lx )—nek is. Specialisan ¢(a)=0, azaz a kanonikus polinomja - ez éppen g - osztja ¢-t.

Kovetkezmény: @(x)=n(x). Ugyanis a lemma szerint m minden tényezdje osztja ¢-t és ¢ minden gytkének
kanonikus polinomja szerepel n definicijaban. gy a két oldal gyckei megegyeznek. mnek minden gyoke
egyszeres, mert paronként kiilonbozé 1 féegytitthatoja irreducibilis polinomok szorzata. ¢-nak szintén minden
gyOke egyszeres, mert derivaltja —1.

Legyen most N; a d-edfokd, 1 féegytitthatés K feletti irreducibilis polinomok szadma. A
deg(x"—x)= deg(l_[d alf Falx )) egyenl(ﬁségbc’il p'= Y444 N; minden fre. EbbSl Mobius-transzformaldssal
f-N=2ap ,u(f |= (pf + ,ulp '+..); az els6 tag a d=f esetbdl jon. Mindenhol mashol p kisebb hatvanyai szerepelnek
és az egyiitthatok 1,-1,0 koziil valok. A teljes dsszeg értéke pozitiv, mert p’-et nem lehet ellenstlyozni. Ezért
Ng#0 és épp ezt akartuk belatni.

11.3.3 Definici6: a g=p’ elemdi testet F,-val vagy GF(q)-val jeloljiik.
11.3.4 Allitas: F, multiplikativ csoportja F;=Z,_,

Bizonyitas: jelolje F,-t az egyszertiség kedvéért K. VaeK": ola)|g—1, mert egy csoportelem rendje osztja a
csoport rendjét. Jelslie d|q—1 esetén y(d) a K*-beli d-edrenddi elemek szamat. Ha y(d)>1, akkor legyen a olyan,
hogy ola)=d. Ekkor az 1,a,a2,a3,...,ad_1 elemek paronként kiilonbozéek és mindegyikre teljesil x"=1=0. Ezek

tehat x'—1 osszes gyokét adjak K-ban, koztiik van minden d-edrendd elem. 1,a,u2,a3,...,ad’1 koziil pontosan azok
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d-edrenddiek, melyek kitevsje relativ prim d-hez. Igy ha (d)=0, akkor y(d)=¢(d). Minden K*-beli elemnek
pontosan egy rendje van, igy

|K*| :q_1:Zd; d|q*1 lp(d)gzd d‘qfl @(d):q_l :

Egyenl6ség 4ll fenn, azaz minden d|q—1 esetén egyenldség all fenn, specidlisan (g—1)#0, azaz K*-ban van
g—1-edrendd elem (Gn. primitiv gyok). Az ezen elem altal generalt részcsoport g—1 elemd, igy maga K*. Eszerint
K*-ot generalja egy eleme = K'=Z,_;

Megjegyzés: F,<F, = gésrugyanazon p prim hatvanyai, hiszen ekkor char F,= [{0,1,1+1,...}| =charF,.

11.3.5 Allitas: F,«<F,; < d|f.

Bizonyitas: = ha Fe<Eys, akkor F, egy F, feletti véges dimenziés vektortér, azaz p’ =|
f |]F | — |]F d|d1m= d-dim
p I ) p .

a

. d_ f_ pd_l_ 1_ pd_ pf_ . . . .
= d|f & p'-1]p/-1 & «x 1|x 1x" —x|x"-x < a bal oldali polinom F, feletti felbontasi teste

résztest a masik felbontési testben < F,a<F,.
11.3.6 Allitas: Aut(E,)=(@)=Z;, ahol ¢:a—a" a Frobenius-automorfizmus.

Bizonyitas: 11.2.6 szerint ¢ mtvelettart6. A magja ideal, ferde testben viszont csak két ideal van, (0) és (1). Ez
utébbi nem lehet 12<er(p, hiszen 1¢=1, azaz Kerp={0}, ¢ injektiv. Mivel F,s véges, bijektiv. Tehat peAut(F,).
p:a—a’, *a—a’, ..., ¢ a4 ]F;f ciklikus, tehat van pf —1 rendd eleme, ezt legelGszor ¢ viszi onmagaba. Igy

ole)=f.

Masrészt F,; minden i automorfizmusa helybehagyja az 1,1+1,... elemeket, tehat a beagyazott F,-t. ¢
természetesen kiterjed egy F,{x] feletti automorfizmussa, amely F/[x]-re megszoritva identitis. Legyen o a
multiplikativ csoport egy generatoreleme, kanonikus polinomja g. Persze deg g<f. Ekkor o képe gyoke gyp=g-nek
és o képe mar meghatarozza az automorfizmust = legfeljebb annyi automorfizmus van, ahany gyoke g-nak, azaz

legfeljebb f. Ezzel az allitast belattuk.
11.3.7 Kévetkezmény: F, perfekt. Ugyanis ¢:a—a” automorfizmus, azaz minden elemnek van p-edik gyoke.
11.3.8 Wedderburn-tétel: minden véges ferdetest kommutativ.

Bizonyitas (Witt): legyen D véges ferdetest. Tekintsiik D centrumat, F-et. F nem tires és zart a kivonasra.
F*=Z(D") miatt a szorzasra és a multiplikativ inverzképzésre is, tehét résztest D-ben. F véges test, igy 11.3.2 szerint
F,-val izomorf valemely g=p'-re, D pedig egy F feletti véges vektortér. Legyen dimenzi6ja n. Azt akarjuk belatni,
hogy n=1.

|D*| —q” 1. Bontsuk D*-ot konjugalt osztélyokra. Jelolje a konjugalt osztélyanak méretét c(a). Legyen aeD~F,
ekkor c(a)=|F*:Cp{a)|. Konnyen lathat6, hogy a D-beli centralizator, Cp(a)=Cp(a)U{0} részferdetest D-ben,
specidlisan vektortér F felett ezért qd“ elemd. Igy Cp{a) indexe F*-ban qd:,] - Mivel ag¢Z(D), Cp(a)#D, azaz
d(a)<n. Tudjuk, hogy ¢““'~1]g"~1 miatt d(a)|n. Ha acF, akkor c(a)=1.

Legyen ®,(x) az n-edik korosztési polinom (az a Z[x]-beli polinom, melynek gyokei a primitiv n-edik komplex
egységgyokok).

(%)
melyek nem d-edik egységgyokok - minden primitiv n-edik egységgyok ilyen.

Jelolje ®,(q)-t r. Ez egy egész szdm és minden d(a)<n, d(a)|n esetén osztja Tll -t. Tehat r minden F*-on kiviili
konjugalt osztaly méretét osztja, tovabba D* méretét is. Osztja tehat F* méretét, g—1-etis. r=[1., k)zl(q—en). T n>1
, ekkor ez néhany - de legalabb egy - g—1-nél nagyobb abszolutértékd komplex szam szorzata. Tehat ha n>1,
akkor |r|>g—1, ami r|g—1 fényében .

11.4 Galois-csoport és alkalmazasai

11.4.1 Definici6: az L|K b&vités Galois-b6vités, ha véges, normalis és szeparabilis.

11.4.2 Tétel: ha L|K véges, szeparabilis b6vités, akkor egyszerd.
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Bizonyitas: ha K véges test, akkor L is az, tehat multiplikativ csoportja ciklikus. Egy generédl6elemet adjungalva
az egész L-t megkapjuk, tehat L|K egyszerd.

Legyen most |K| végtelen. El§szor azt latjuk be, hogy ha K(a, ) véges, szeparabilis bévités, akkor elsall K(9)
alakban. Legyen o kanonikus polinomja f, f kanonikus polinomja g, tovabba fg felbontési testében - jeldlje M -

fla)=(x—oty)-(x—0otp)...-(x~a,) és glx)=(x—p;)...-(x—By), ahol ay=a,B;=p. Tekintsiik az a;+xf=a+xf egyenletek
z,-:%i megoldasait, ahol j#1. Mivel L|K szeparabilis, Bi#B, tehat ezek értelmesek. Véges sok zj van, azaz

talalhat6 K-nak olyan c eleme, amely ezek egyikével sem egyezik meg. Legyen 9=a+cfB. Ekkor K(9)<K(a,p).
Tekintsiik K(9)[x]-ben a g(x), f(9—cx) polinomokat. 8 gyoke mindkettének és mindkettd linearis faktorokra bomlik
az M|K normalis bévitésban. Mas kozos gyokiik nem lehet, hiszen 9-cB; nem egyezhet meg semelyik o;-vel ¢
vélasztasa folytan. Igy g¢(x) és f(9—cx) legnagyobb kozos osztéja x— . Két K(9)[x]-beli polinom legnagyobb kozos
osztoja is K(9)[x]-beli, igy a 8 egyiitthato eleme K(9)-nak. Ekkor persze a=9-cf is, azaz K(«, B)=K(9).

Legyen L a K végtelen test véges, szeparabilis bévitése. Minden véges bévités eldall véges sok elem
adjungélasaval, azaz L=K(ay, ..., a,). Alkalmazzunk n szerinti indukciot. n=1 esetén az éllités igaz. Ha n>1, akkor
legyen M=(ay,..., &, 1). M|K véges szeparébilis bévités, igy az indukcids feltétel szerint egyszerd: M=K(f). Az
el6z6 bekezdés szerint ekkor L=K(9, «,,) is egyszerd.

11.4.3 Megjegyzés: egy  ¢:K—L ferdetestek kozti homomorfizmus vagy bedgyazds (injekcio,
monomorfizmus), vagy Ime={0} (trividlis homomorfizmus). Ugyanis Ker <K, de ferdetestben Ssszesen két ideal
van, (0) és (1) - ez épp a fenti két esetet adja.

11.4.4 Definici6: legyenek K,L,M testek, K<L és K<M. A ¢:L—-M leképezés K-homomorfizmus, ha
homomorfizmus és K-ra megszoritva identitas. K-monomorfizmus, ha nem trividlis K-homomorfizmus. Az L|K
bévitésnél L K-automorfizmusait relativ automorfizmusnak is szoktuk nevezni.

P

11.4.5 Definicié: az L|K testb6vités Galois-csoportja az L test K-automorfizmusainak csoportja a kompoziciéra.
(Gondoljuk meg, hogy ez valéban csoport.) Jelolése I'(L|K).

Példak:
- F(Q(%/fﬂ@)z{l}. Ugyanis Q32) minden ¢ Q-automorfizmusa generalja QE2)[x] egy Q[x]

o

-automorfizmusat (ezek ugyan gytrdk, de a fogalom itt is ugyanugy definialhat6). (Y2)y gyoke (x>-2)p=(x’-2)
-nek. A masik két gyok komplex, azaz nincs benne Q(32)-ben, tehat (32)yp csak ¥2 lehet, azaz i az identitas.

- F(]R| Q)={1}, mert Q stirt R-ben és R minden automorfizmusa rendezéstarto, ugyanis a<b pontosan akkor
teljesiil, ha (x’+a—b)-nek van gycke R~{0}-ban, ez utobbi tulajdonsigot pedig R minden automorfizmusa
helybenhagyja.

Innentdl a leképezéseket fels6 indexszel jeloljiik, mint a permutaciécsoportoknal tettiik.
11.4.6 Tétel: ha L|K Galois-bévités, akkor |T(L|K)|=[L:K].

Bizonyitas: L|K véges szeparabilis b6vités, igy egyszerd: L=K(a). Legyen o kanonikus polinomja f. Mivel L|K
normalis, f linearis faktorokra bomlik L[x]-ben: f(x)=(x—ay)-...-(x—a,), ahol n=deg f=gri(a)=[L:K]. L minden ¥
K-automorfizmusa kiterjed L[x] egy K[x]-automorfizmusava, azaz f'=f. Ebbsl 0=0"=(f(a))’=f"(a’)=f(a"). Azaz o
képe valamely «;, igy I legfeljebb n elemd, hiszen o képe mar meghatarozza az automorfizmust. Masrészt o— o;
minden ie{1,...,n}-re kiterjeszthet6 L egy K-automorfizmuséava és ezek kiilonbozéek, mert L | K szeparabilis, tehat
az «;-k kiilonbozéek.

11.4.7 Definicié: az Ay, Ay, ..., A,: K—L testhomomorfizmusok lineédrisan 6sszefiiggéek, ha valamely «y,..., a,eL
nem csupa 0 szdmokra ajA+oph+...+o,A, az azonosan 0 leképezés. Ha ez nem teljesiil, akkor linearisan
fliggetlenek.

11.4.8 Tétel (Dedekind): ha A, A,,...,A,;: K—L paronként kiilonb6z6 monomorfizmusok, akkor linedrisan
fliggetlenek.

Bizonyitas: 7 ¥, oqA=0 valamely (oq)i-; nem csupa 0 szdmokra. Tekintsiink egy olyan ellenpéldét, amelynél
n minimélis (ekkor nyilvan egyik o, sem 0). n>1, mert egy egyetlen monomorfizmusbél allé halmaz nem lehet
linedrisan 6sszefiiggd, hiszen o;A;-ben 1eK képe a;eL~{0}. Legyen ceK~{0} tetszsleges elem.
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o (ex) 1+ a(cx) 2+ ...+ o, (ex) =0
o+ o x4+ o, x =0
- o (M=) x4 g (M=)t 1=0

o018

=

©-

Vélasszuk c-t ugy, hogy c"'=c™ teljesiiljon. Ezt megtehetjiik, hiszen A#),. Ekkor o=y (c*—c™) valasztassal
talaltunk egy n—1 elemd ellenpéldat, }.

11.4.9 Tétel: ha K test, G pedig Aut(K) véges részcsoportja, akkor K,={aeK|VgeG: a®=a} résztest K-ban és
[K:Ky]=]|G]|.

Bizonyitas: K <K nyilvanval6. Legyen G={A;, },,..., A}, m=[K: Ko].

7 m<n.Legyen xy,...,x,, Kbazisa K| felett. Tekintsiik yj,...,1,-re az alabbi homogén lineéris egyenletrendszert:
xfl-yl+x1’\2‘y2+...+x1A"‘yn=0
Ol Y+ 3 Yyt 23y, =0
XLy X Yot XY, =0

Ez n ismeretlen és m egyenlet, m<n. Van tehat nem trivialis megoldas. Rogzitsiink egy ilyen v;,...,y,-t. Legyen
most xeK tetszbleges. irjuk fel oqxy+topx,+...+a,x, : oqeK, alakban. Szorozzuk meg az egyenletrendszer k-adik
sorat og-val. Mivel aqeK,, op=ojl=a;?=...=o}", tehat azt kapjuk, hogy

() 2yt gy, =0 (k=1,2,...,m).

Ezeket az egyenleteket dsszeadva x"'y;+x"2y,+...+ x*y,=0. Ez VxeK-ra teljesiil és nem minden v; nulla, azaz a
M, .., A, kiilonboz6 bedgyazasok linedrisan osszefiiggbek, ez Dedekind tétele szerint §.

7 m>n . Ekkor véalaszthatoak olyan x;,x,,...,x,.;€K elemek, melyek K, felett linedrisan fiiggetlenek. Az
A A A
xll'y1+x21'y2+...+xn£1'yn+1=0
B 2 )
X1 Y1+ X% Yot X5 Y1 =0
)\ﬂ )\ﬂ )\ﬂ —_—
X" Y H X" Yot X Y1 =0

egyenletrendszernek van nem trividlis megoldasa. Legyen r minimalis, amelyre van olyan nem trividlis megoldas,
amelyben r nullatél kilonb6zé y; van, a maradék n—r+1 pedig 0. Feltehetjiikk, hogy éppen v,...,y,#0 és
Yre1=---=Y,+1=0. Ekkor

8] xf"'yl+x§\’¥yz+...+x3f'yr=0 (i=1,...,n)
Alkalmazzuk (J-re AeG-t. Kapjuk, hogy
Pttt xtyl=0 (i=1,...,n).
Viszont A;—AA G egy permutacidja, hiszen csoport. Tehat ugyanez mas sorrendben felirva
a Xyttt Axliyl=0 (i=1,...,n).
Legyen y=y,; és vonjuk ki () y"-szorosabol O y-szorosat:
Ay -yiy)+ 3 vy -y + 41y - yly) =0 (i=1,...,n).

Tehat vi=y'-yiy (k=1,..,7), yr1=..=y,=0 is megoldasa az egyenletrendszernek, tovébba 1;=0. r
minimélis volt, tehét ez csak ugy lehetséges, ha trivialis megoldast talaltunk, azaz y;=0 (k=1,...,7). Eszerint k<r
re YAeG: (yy )V'=yw . Igy o=y (k=1,...,7) defini6 szerint eleme K,-nak és nem nulla, hiszen ;,#0. Ekkor
Y=y Irjuk fel most (3 azon sorét, ahol A; G egységeleme, azaz az identités:

A Aj A .
Xy xy Yot y, =0 A=idy
y‘(alxl+ O(2X2+.+ O(n+1xn+1)=0

A zardjelben az xy,...,x,,; elemek K, feletti nem trivialis linearis kombinaciéja all, ami nem 0, hiszen
fiiggetlenek. Tovdbba y#0, mert tgy valasztottuk. §.

Tehat csak m=n lehetséges és éppen ezt akartuk belatni.
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11.4.10 Definicié: a feK[x] polinom Galois-csoportja alatt felbontasi testének (mint K bovitésének)
Galois-csoportjat értjiik. Jelolése T'(f).

Legyen f felbontasi teste L, ekkor L[x]-ben flx)=(x—ay)(x—c)...(x—a,) és L=Kloy,...,a,). L egy
K-automorfizmusat meghatarozza az ay-k képe, hiszen hatvanyaik mér generéljak L-t. Tovabba ha ¢e[(L|K),
akkor f minden gyotkének képe gyoke f képének, azaz fnek. Tehat {«,..., a,,}-re megszoritva minden ¢ egy
permutécio, azaz I'<S,. Rdadasul I minden eleme megtart minden olyan K-beli egyiitthatds osszefiiggést, ami az
o-k hatvanyaira vonatkozik. Példdul ha egy negyedfokt polinom gyokeire o;+o,=as+ay teljesiil, akkor a
Galois-csoport {(oq0), (az0y), (aqas)(onay))<S, csoport részcsoportja. Beldthato, hogy ha ¢ a gyokok egy olyan
permutacidja, amely minden ilyen Osszefiiggést megtart, akkor kiterjeszthet6 L egy K-automorfizmusava. Ha
esetleg van tobbszoros gyok, az nem ,eshet szét”, tehat a Galois-csoport egy kisebb fokt permutéaciécsoportba van
beagyazva.

Példa: a Q kvaterniécsoport nem &ll el negyedfokti polinom Galois -csoportjaként, mert S,-nek nincs Q-val
izomorf részcsoportja, hiszen 2-Sylowja D;,.

Megjegyzés: I'(f) tranzitiv permutéaciocsoport a gyokok felett < f egy irreducibilis polinom hatvanya. Ha
ugyanis f-nek van két kiilonbozé irreducibilis faktora, akkor azok gyokeit I egyik eleme sem tudja egymas kozt
cserélgetni, azaz I" intranzitiv. Ha f irreducibilis, akkor barmely két gyokét fel lehet cserélni a felbontasi test egy
K-automorfizmusaval, I'(f")=I"(f) pedig nyilvanvalo.

11.4.11 Definicié: legyen L|K Galois-b6vités, I'=I(L|K). K<M<L esetén legyen M*={pcl|VxeL: x*=x},
1<H<T -ra pedig H’={xeL|VpeH: x’=x}. M* nyilvan részcsoportja lesz I'-nak, H® pedig kozbtilsé test L|K-ban.

11.4.12 Allités: (1) H;<H, = Hy>H;, (2) My<M, = M;>M;, (3) H*>H és (4 M™>M. Mindegyik
nyilvanvalo.

11.4.13 Allitas: ha L|K Galois-bévités és K<T, akkor [H°: K]
szerint J—]- 11.4.9 alapjan pedig [K: H°]

L:H]’

Ugyams a bal oldal a fokszamtétel (7.10.3)
igy H<T is.

IH\

11.4.14 Allitas: legyen M|K véges, normalis, K<L<M, t:L—M K-monomorfizmus. Ekkor létezik olyan
0:M—M K-automorfizmus, amelynek L-re valé megszoritasa .

Bizonyitas: legyen M a p polinom felbontédsi teste K felett. Ekkor persze L feletti felbontasi teste is M. p
felbontasi teste L' felett is M, azaz a 7:L—L" izomorfizmus lépésenként kiterjeszthet6 egy M— M izomorfizmussé
ugyandgy, mint amikor azt lattuk be, hogy egy polinom két felbontasi teste izomorf.

11.4.15 Lemma: legyen K<L<N<M és legyen N|K normélis, o: L—M K-monomorfizmus. Ekkor L°<N.

Bizonyitas: tetszbleges acL o szerinti képe gydke o K feletti kanonikus polinomjanak, hiszen azt o
helybenhagyja. Ez N-ben linearis faktorokra bomlik, tehat minden gyoke N-beli, igy o is.

11.4.16 Tétel: legyen L|K tetszdleges véges bévités. Ekkor az aldbbi harom feltétel ekvivalens:

(1) L|K normalis;
(2) van olyan K<L<N, ahol N|K normélis és ¥1:L—N K-monomorfizmus L egy automorfizmusa;
(3) amennyiben K<L<M, gy V1:L—M K-monomorfizmus L egy automorfizmusa.

Bizonyitas: (3) = (2): vélasszuk N-t L | K normalis lezaraséanak és alkalmazzuk a feltételt M=N-re.

(2) = (1): legyen K<L<N a feltételnek megfelels, acL. Legyen a kanonikus polinomja K felett p. p N felett
lineéris faktorokra bomlik, hiszen p irreducibilis, aeN és p(a)=0. Legyen ennek egy tetszéleges gyoke feN. Az a
¢:Kla)=K(B) K-izomorfizmus, amely o-t B-ba viszi, a szokott moédon kiterjeszthet6 egy t:L—N
K-monomorfizmussa. A feltétel szerint ez L egy automorfizmusa, igy f=a'eL. L tetszleges a elemének barmely S
konjugaltja is L-ben van, tehat L|K normalis.

(1) = (3): legyen L|K véges, normalis. L és L' véges dimenziés vektorterek K felett és izomorfak, tehat
dimenzi6juk azonos. A lemma szerint L'<L, ezt 6sszevetve L'=L.

11.4.17 Allitas: legyen az L|K véges, szeparabilis b6vités normalis lezardsa N|K és [L:K]=n. Ekkor az L—>N
K-monomorfizmusok szdma n. Ezt egyel6re nem bizonyitjuk
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11.4.18 Tétel: legyen L|K Galois-bévités. Ekkor |T(L|K)|=[L:K].

Bizonyitas: ha akarjuk, alkalmazhatjuk az el6z6 allitast. Ha nem akarjuk, akkor vegyiik észre, hogy 11.4.2
szerint L|K egyszerd, azaz L=K(a), ahol o kanonikus polinomja szeparabilis és foka n=[L:K]. T minden eleme a-t
valamely konjugaltjdba viszi és a képe meghatarozza a leképezést, tehat |I'| <n. Masrészt o minden konjugéltjdba
atvihetS L egy K-automorfizmusaval, igy I'>n is teljestil.

11.4.19 Allitas: legyenI" az L|K Galois-b6vités Galois-csoportja. Ekkor =K.
Bizonyitas: tudjuk 11.4.9-b6l, hogy [L:T°]=|T|. Az el6z6 tétel szerint |I'|=[L: K] és nyilvan K<I™°.
11.4.20 Galois-elmélet alaptétele: a x: M— M" és o: H—H" leképezések egymas inverzei.

Bizonyitas: M*=M kovetkezik az el6zé allitasbol, hiszen L|M is Galois-b6vités és M*=I(L|M). Ezt
alkalmazva M=H’-ra (H°)**=H°. 11.4.9 szerint |H|=[L:H’] és |H™|=[L:H™]. A két egyenlet jobb oldala
. Mindketts véges csoport és |H|<|H™|, tehat H=H"".

megegyezik, igy a bal is, azaz |H|=|H"™

Megjegyzés: = ill. o izomorfizmus L résztesthal6janak [K,L] intervalluma és I' részcsoporthéldjanak duélisa
kozott.

s

Megjegyzés: minden véges csoport eldall alkalmas Galois -b6vités Galois-csoportjaként. Hogy minden véges
csoport elGéll-e Q valamely Galois-bévitésének csoportjaként, megoldatlan kérdés.

11.4.21 Allitas: legyen M kozbiils6 test az L|K Galois-bévitésben, T'=I(L|K). Ekkor (2) M normalis < M*<T
és ez esetben (2) T(M|K)=I/M*=T/r(L|M) .

Bizonyitas: legyen M tetsz6leges kozbiilsG test, yel, teM’, x; pedig M’ tetszbleges eleme, azaz
-1 * - * *  —
x;=x’ : xeM . Ekkor x/ "=x"=x"=x;, = y 'tye(M")", azaz y 'M'y<(M?)*. Hasonléan y(M’)'y '<sM", ezt
jobbrél y-val, balrél az inverzével szorozva és az el6zével dsszevetve y~ ‘M*y=(M?)".

(1): Ha M|K normalis, akkor Vyel: M'=M, igy Vyel: y 'M'y=(M")'=M* = M*<l'. Ha M*<I’, akkor
legyen o: M— L tetszéleges K-monomorfizmus. o kiterjeszthets L egy v K-automorfizmusava, azaz I" egy elemévé.
Ekkor (M")*=1"'M*1=M"*, amib6l M"=M, specidlisan M°=M. Ez M minden L-be mend o K-monomorfizmuséra
teljestil, tehat M|K normalis 11.4.16 szerint.

(2): legyen M|K normalis. Ekkor a I'-n értelmezett :1— 1|y, leképezés I'(M|K)-ba képez, mert L minden
K-automorfizmusa M-re megszoritva is automorfizmus. Tovabba I'(M|K) minden o eleme el64ll képként, mert
kiterjeszthetS L egy K-automorfizmusava. Azaz T'(M|K)=I'/Kery, ahol Kery éppen L azon automorfizmusainak
halmaza, melyek M-en identikusak, azaz M*, mas néven I'(L |M) elemei.

Megjegyzés: minden Galois-bévités egyszerd 11.4.2 szerint, hiszen véges és szeparabilis.

s

11.4.22 Tétel: az L|K véges bovités pontosan akkor egyszerd, ha véges sok kozbiilsé test van.

Bizonyitas: ha K véges, akkor az allitas igaz. Ugyanis véges test véges bGvitése is véges test, tehat multiplikativ
csoportja ciklikus, ezért a bévités egyszerd. A kdzbiilsé testek szdma nyilvan véges. Legyen most K végtelen test.

=: legyen L | K véges bovités, véges sok kozbiils testtel. Ekkor L eldall L=K(o, ..., a,,) alakban. Alkalmazzunk
n szerinti indukciét. Ha n=1, akkor L|K egyszerd. Ha n>2, akkor az indukci6s feltevés szerint Ko, ..., a”_1)|K
egyszerd, azaz elGéall K(B) alakban és L(a,, ). Legyen tetszSleges aeK elemre M,=K(a,+af). Nyilvan K<M,<L.
Csak véges sok kozbiils6 test van és K-nak végtelen sok eleme, igy a skatulya-elv szerint talalhat6 olyan a,a’€K,
amelyre M,=M,=M.A B =W felirasbol lathato, hogy BeM. Ekkor persze o,=(a,+a'B)—a'B is M-beli, igy

L=K(a,, B)<M<L, amibdl L=K(a,+ap) valéban egyszerd.

< legyen L|K egyszerd, azaz L=K(a) és K<M<L. Legyen a kanonikus polinomja K felett p, M felett g. M[x]
-ben q(x)|plx). Legyen gqlx)=x"+a, x" . .+ax tax+ay és My=Klayay,...,a, 1)<M. Legyen o kanonikus
polinomja M, felett  s. Ekkor glx)eMy[x], igy s osztja g-t M,[x]-ben. Ezért
[L: M]=deg q>deg s=[L: My]=[L: M]-[M: M,]. Leosztva [L:M]-el 1>[M:M,], amib6l M=M,=Klag,ay,...,a,,_). Tehat
az M kozbiilsé testet egyértelmtien meghatérozza ¢. p-nek L[x]-ben véges sok (1 fSegyiitthat6ju) osztoja van, tehat
csak véges sok M létezhet.
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11.5 Az algebra alaptétele

A tétel azt mondja ki, hogy C algebrailag zart, azaz minden legalabb els6foka C[x]-beli polinomnak ban gyoke.
Ez ekvivalens azzal, hogy C-bek nincs algebrai bévitése (C|C-n kiviil, ami érdektelen). Most adunk ra két
bizonyitast.

Bizonyitas L.: legyen feC[x]. Ha van gyoke, akkor j6. Ha nincs, akkor az % fliggvény az egész komplez
szamsikon értelmes, folytonos és differencidlhaté (,egészfiiggvény”). Ha |z| —>oo, akkor |f(z)| —>oo, azaz az egy
elegendGen nagy sugaru origé kozepd koron kiviil |%| <1. % a koron beliil is korlatos, mert kompakt halmazon
folytonos fiiggvény mindig korlatos. Liouville tétele szerint minden korldtos egész fiiggvény konstans, tehat f
konstans. Azaz ha egy C[x]-beli polinomnak nincs gyoke, akkor konstans.

Bizonyitas IL.: felhasznéljuk, hogy minden R[x]-beli pératlan foka polinomnak van valés gytke és hogy
minden C-beli elemnek van négyzetgyoke. Az els§ allitas miatt R-nek nincs nem trivialis paratlan foka bévitése, a
masodik miatt C-nek nincs masodfoka bévitése. (R és C perfekt, igy minden véges bdvitésiik egyszerd, tehat
minden bévités foka az adjungélt o elem kanonikus polinomjdnak foka. Specidlisan minden véges bdvitéshez

taladlhat6 azonos foku irreducibilis polinom.)

P

Vegylink egy L|C véges bévitést és lassuk be, hogy L=C. Tekintsiik az L|R szintén véges bévitést. Legyen a
normalis lezdrdsa N. N|R Galois-b6vités, mert véges, normélis és R perfekt. Legyen Galois-csoportja T
|T|=[N:R]=[N:C]-[C:R]=2-[N:C]. Eszerint I rendje paros. Legyen a 2-Sylowja P. Ekkor |I:P| paratlan. A
Galois-bévitések alaptételébsl |I': P|=[P°:R], azaz P° paratlan bévitése R-nek, igy maga R. Eszerint I 2-csoport,
igy persze T(N|C) is.  T(N|C)#{1}. Ekkor Sylow II. tétele szerint I'(N|C)-nak van 2 indext részcsoportja, M. Erre
[M*:C]=|T:M|=2, }.

Igy N=C - ezt akartuk belatni.

11.6 Algebrai lezaras

11.6.1 Definicié: K algebrai lezarasa K-nak, ha (1) K|K algebrai b6vités és (2) K algebrailag zért.
11.6.2 Tétel: minden testnek létezik algebrai lezarasa.

Bizonyitas: el6szor konstrudlunk egy K;>K algebrai bdvitést, amelyben minden K feletti irreducibilis
polinomnak van gyoke. Legyen ® a K feletti, 1 f{6egytitthat6ju irreducibilis polinomok halmaza. Minden feleméhez
vegytink egy x; véltozot, legyen ezek halmaza X. Legyen tovabba R=K[X]. R egy irdatlan nagy polinomgyfird lesz,
de azért ne rettenjiink meg. Tekintstik Vfe®-re f(x])-et - ez K[x;J=R egy eleme lesz. Igy hat van értelme tekinteni
az altaluk R-ben generalt idealt, A=(f(x;)|fe®)-t. 1 1€A. Ekkor 1 el6all véges sok f(x;) R-beli egyiitthatos linedris
kombinécidjaként:

T=ufi(xg )+ unfolxg )+ ufolxg ) weR .

Vegytik minden egyes fi-hoz annak egy a, gyokét és adjungdljuk K-hoz. A kapott test felett a fenti egyenlet
minden behelyettesitési érték mellet fenn kell alljon. Viszont x;=a esetén a jobb oldal 0, a bal pedig 1, j.

Tehat Ag\R. A Zorn-lemma alkalmazasaval beagyazhaté egy M maximadlis idedlba, mert R egységelemes.
Legyen K, az R/M faktorgytrd. Mivel M maximalis ideal és R kommutativ, ez test lesz. Legyen ¢ a K—R
beagyazas, i az R—K; faktorleképezés. ¢ip-ben 1K képe K; egységeleme = ¢ nem trividlis, tehat bedgyazas.
Vfed: flx)eM, igy f w(xfw)z(f(xf))lp:O. Tehat K[x] minden irreducibilis polinomjéanak van gytke K;-ben, mégpedig
xf‘/’.

R (mint K feletti vektortér) minden elemét generaljak az x; elemek hatvanyai (ez adédik a K[X] polinomgytird
definici6jabdl), azaz K; (mint K feletti vektortér) minden elemét generdljak az {xf”| fe®,neN} elemek képei. Ezek
persze benne is vannak K;-ben, azaz K1=K(xfw| fed). Mivel xfw algebrai K felett, K;|K algebrai.

Hasonlé médon készithetiink K;-hez egy K,-t, amelyben minden K; felett irreducibilis polinomnak van gyoke.
Ezt megszamlalhat6 sokszor elvégezve kapunk egy K=K,<K;<K,<... sorozatot. Legyen L=U,.nK,.
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L|K algebrai, mert minden eleme benne van valamely K,|K algebrai bvitésben. Véve egy p(x)eL[x] polinomot,
annak csak véges sok egyiitthatéja van, azaz alkalmas K,-nel lefedheté. Igy p(x)eK,[x] és a konstrukci6é miatt van
gyoke K, 1< L-ben. Tehat L algebrailag zart.

11.6.3 Allitas: ha L|K algebrai, normélis és minden K feletti polinomnak van gyoke L-ben, akkor L algebrailag
zart.

Bizonyitas: legyen p (legalabb elséfoku) L feletti polinom, o ennek egy gyoke. Elegend$ belatnunk, hogy aeL.
Legyen a kanonikus polinomja K felett g. Feltételeink szerint g-nak van gyoke L-ben. L|K normélis, igy g minden
gyoke - koztiik o is - L-beli.

Ennek segitségével masképp is befejezhetjiik az el6z6 bizonyitast: L-t valaszthatjuk K; normaélis lezarasanak.
Mindkét esetben nyilvanvalo, hogy L-nél sztikebb bévités nem lehet algebrailag zart.

11.6.4 Allitas: legyen M|K algebrai bévités, K<L<M. Legyen tovabba C algebrailag zart bévitése K-nak,
0:L—C egy K-monomorfizmus. Ekkor o kiterjeszthet6 egy 1: M— C bedgyazdssa (ez persze K-monomorfizmus
lesz).

Bizonyitas: vegyiink olyan (N, ¢) parok N halmazat, ahol L<N<M és ¢: N— C kiterjesztése o-nak. Definialjuk
felettiik az alabbi részbenrendezést: (N,¢)<(N',¢') <& N<N' és ¢'|[y=¢. Egy N-beli L={(N,,¢/]|xel} lancra
tekintsiik azt az (N*, ¢*)eN elemet, ahol N*=U, N és ¢": N*—C oda viszi az aeN" elemet, ahova az o-t fed6 N,
-khoz tartozé ¢, leképezések. Mivel L lanc, barmely két ilyen ¢, egyike kiterjesztése a masiknak, tehat ugyanoda
képezik o-t, igy o joldefinialt. Nyilvan Vkel: (N, ¢,)<(N*, ¢*), azaz minden N-beli lanc lefedhets N egy elemével.
A Zorn-lemma szerint tehat N-ban van egy (N, ¢,) maximalis elem.

1 No<M. Ekkor JaeM~N,. o algebrai N, felett, hiszen algebrai K felett. Igy Ny<Ny(a)<M. Legyen o
minimélpolinomja N, felett m,, ennek ¢, szerinti képe m},. myeClx], azaz van egy o* gydke C-ben. Terjessziik ki
@o-t Ny-r6l Ny(a)-ra agy, hogy a képe o* legyen. Ez a szokott médon megtehetd és egy (N, ¢y)-nal nagyobb N-beli
elemet kapunk, ami (N, ¢;) maximalitdsa miatt ;. Tehat a maximalis elem (M, 1) alaka és mi épp ezt a -t kerestiik.

11.6.5 Kovetkezmény: az algebrai lezaras izomorfia erejéig egyértelmd. Ha ugyanis L-t K-nak, M-et és C-t K két
kiilonboz6 algebrai lezarasanak, o-t pedig K identitasanak valasztjuk, akkor v egy M— C K-monomorfizmus lesz.
Tovabba sziirjektiv, mert ha aeC minimalpolinomja K felett p, akkor p M-beli gyokeit 1 csak p C-beli gyokeibe
képezheti - ez két azonos méretd véges halmaz, 1 injekcid, tehat o elGall képként.

Megjegyzés: az allitas szerint K-nak minden algebrailag zart C bévitésen beliil van egy és - személyesen, nem
csupan izomorfia erejéig - csakis egy algebrai lezarasa. (M=K valasztassal az allités kiadja a C-n beliili lezaras
létezését. Kett6 nem lehet, mert minden K[x]-beli polinom gyokei adottak C-ben és K minden eleme el&éll ilyen
alakban.)

11.6.6 Allitas: Q=A.
Bizonyitas: A|Q algebrai b6vités, mert ugy definialtuk. p(x)e A[x]-re Q-hoz adjungalva az egyitthatékat majd

s

a gyokoket véges sok véges bovitést végziink, igy algebrai bévitést kapunk. Eszerint p(x) minden gyoke algebrai Q
felett, igy A-beli. Ezért A algebrailag zart. Masképp: A-ra nyilvanvaldan teljestilnek 11.6.3 feltételei.

Megjegyzés: [A:Q]=X,. Ugyanis |A|=N, miatt tobb nem lehet. Véges pedig azért nem lehet, mert a
Schénemann-Eisenstein kritérium miatt VneN-re x"—p irreducibilis = felbontasi teste Q felett tehat legalabb
n-edfoky, igy Vn: [A:Q]>n.

11.7 Polinomok megoldasa gyokjelekkel

11.7.1 Definicié: az L|K bévités  radikalbévités, ha eldall L=K(aq,o,...,a,) alakban, ahol
vikan(k): of"eKlay, ..., ap). A feltételeknek megfelel6 (og)i-; sorozatokat radikalsorozatnak hivjuk. Minden

P

radikalbévités véges.

11.7.2 Definici6: legyen char K=0. Az f(x)eK[x] polinomra azt mondjuk, hogy megoldhat6 gyokjelekkel, ha

P

felbontési teste bedgyazhat6 egy R|K radikélbévitésbe.
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11.7.3 Lemma: legyen az L|K véges b6vités normalis lezérasa N|K. Ekkor N-ben taldlhaté véges sok L|K-val

s

izomorf L,|K (k=1,...,s) b6vités, melyek egyiitt generaljdk N-t.

Bizonyitas: legyen L=K(ay, oy,...,«,), a megfeleld6 minimalpolinomok my,...,m,. N éppen az f=my-...-m,
polinom felbontasi teste, hiszen normalis bévitése K-nak és generaljak az o, elemek konjugdltjai. Vegyiik f egy
tetszSleges f gyokét, ez persze gyoke valamelyik my-nak. Legyen M=K(ay,..., o ). Igy Mlog)|K=M(B)|K a
szokott médon és a megfelel6 K-monomorfizmus 11.4.14 szerint kiterjeszthet6 egy y;:L— L K-automorfizmussa.
L’ egy L-el izomorf bévités lesz, mely fedi p-t. Ha B-val befutjuk f gyokeit, a megfelels L’? bdvitések éltal generalt

test fedni fogja f 6sszes gyokét, azaz kiadja a felbontasi testet.
11.7.4 Lemma: legyen az R|K radikalb&vités normalis lezarasa N. Ekkor N|K is radikalbévités.

Bizonyitas: az el6z6 lemma szerint N|K-t generdlja véges sok R|K-val izomorf bévités. Elég tehét belatni, hogy
véges sok radikalbgvités radikalbévitést general, amihez elég, hogy két radikalbévités radikalbévitést general.

Marpedig ha R;=K(ay,...,a,) és R,=K(By,...,B;) radikédlbévitések, tovabba az imént radikalsorozattal adtuk meg
Sket, akkor nyilvan (oo, ..., &, By, ..., Bi) is radikalsorozat, azaz R=(Ry,R,)=K(c, ..., B;) is radikalbévités.

11.7.5 Lemma: legyen K nulla karakterisztikajt, p prim, L|K az x"-1eK[x] polinom felbontasi teste. Ekkor
[(L|K) Abel-csoport.

Bizonyitas: x"—1 derivaltja px”, tehét nincs tobbszoros gyske. Két gyokének szorzata is gyok, tehat gyskei
p-edrendd részcsoportot adnak L*-ban. Ez persze ciklikus, tehat a gyokok egy ¢,eL elem hatvanyai, igy T" elemei
jellemezhetGek azzal, hogy ¢,-t hova viszik. Ha (p:ep'—>e; és L/):ep'—w; a Galois-csoport elemei, akkor ¢y és Yo
egyarant e;,] -be viszik ¢,-t, tehat ¢ és i felcserélhetSek.

11.7.6 Lemma: legyen char K=0 és tegyiik fel, hogy x"—1 linearis faktorokra bomlik K-ban. x"—a felbontasi
teste legyen L. Ekkor T'(L|K) Abel-csoport.

Bizonyitas: legyen acL gyoke x"—a-nak. Ekkor az osszes gyok {e-o|e: e"-1=0}. I egy elemét leirja, hogy a-t
melyik konjugaltjaba viszi. Ha ¢: ar—>sa és §: a— (o a Galois-csoport elemei, akkor a”=s’a’=sfa=¢a’=a’?,
mert g, {eK. igy @ és 1 felcserélhetGek.

11.7.7 Tétel: legyen K nulla karakterisztikajd, L|K normalis, K<L<R és R|K radikalbgvités. Ekkor F(L|K)
feloldhato.

Bizonyitas: elég belatni, hogy ha R normélis lezarasa N, akkor T['(N|K) feloldhat6. Ugyanis 11.4.21 szerint
[(L|K) ennek faktorcsoportja és feloldhaté csoport faktorcsoportja feloldhaté. A masodik lemma szerint N|K is
radikalbévités. Legyen N=K(ay, ay, ..., a,) ahol (ay)i-; radikélsorozat. Feltehetjiik, hogy n(k) mindig prim, hiszen
ha n(k)=p-s, akkor beiktathatunk o elé of -t és véges sok ehhez hasonl6 Iépés utan mar minden n(k) prim lesz.

Alkalmazzunk n szerinti teljes indukciot. n=0 esetén I'={1}, ez valoban feloldhat6. Tegyiik fel, hogy n-nél
rovidebb sorozatra az allitas igaz és lasuk be n hossztiakra is.

Legyen ofeK. Tekintsiik x"—1 felbontasi testét N felett, legyen ez N'. Ha N az f(x)eK[x] polinom felbontasi
teste volt, akkor N’ az f(x)-(x"—1) felbontasi teste. Jelolje tovabba K’ azt a résztestet N'-ben, melyet K elemei és
x"=1 gyokei generalnak. Ez felbontasi teste lesz x”—1-nek K felett, azaz N,N’, K’ mind normalis bévitése K-nak.

Ismét 11.4.21 szerint elég belatni, hogy T'(N'|K) feloldhat6, hiszen ennek TI'(N|K) homomorf képe. Tovabba
I'(K'|K)=T(N'|K)/r(N'|K’) a harmadik lemma szerint Abel-csoport, mert K'|K az x”—1 polinom felbontési teste.
Elegend6 tehat T'(N'|K') feloldhatéségét bizonyitani. Tekintsiik az K'(oy)| K’ bévitést. ofeK’, hiszen K<K' és K’
-ben vannak p-edik egységgyokok, igy a negyedik lemma szerint ez normadlis b&vités és Galo is-csoportja feloldhato.

s

N'|K'(or;) pedig K;=K'(y) jeloléssel elsall Ki(ay, ..., a,)|K;. Ez egy n-nél rovidebb normalis radikalbsvités, igy
I(N'|K,) az indukci6s feltevés szerint feloldhato. Még egyszer alkalmazva 11.4.21-et ['(K,|K')=T'(N'|K')/r(N'|K,).
Az itt szereplS harom csoportbol kett6rsl mar belattuk, hogy feloldhato, igy a harmadik, T(N'|K’) is az.

11.7.8 Kovetkezmény: f(x)=x"—6x+3eQ[x] nem oldhaté meg gyckjelekkel.

Bizonyitas: a Schonemann-Eisenstein kritériumot p=3-ra alkalmazva lathatjuk, hogy f irreducibilis. Eszerint
Galois-csoportja, I tranzitiv a, ..., a5 felett. Igy rendje oszthat6 5-tel, kovetkezésképp van stodrendd eleme. S;-ben
csak az otelemd ciklusok ilyenek, tehét alkalmas jeloléssel (12345)el. f derivaltja 5x*-6. Ennek szemmel lathatoan
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két valos gyoke van, azaz f el6szér monoton novs, majd monoton csokkend, végiil ismét monoton névé R-ben.
Legfeljebb 3 valos gyoke lehet tehat, ennyi pedig van is, mert behelyettesitési értéke (-2)-ben —17, (-1)-ben §,
0-ban 3, 1-ben —2, 2-ben 23 és folytonos [-2,+2]-n. A maradék két gyok komplex, mégpedig egymas komplex
konjugéltja. A komplex konjugaldas megszoritasa a felbontasi testre tehat egyrészt Q-automorfizmus, mdsrészt a
gyokok felett egy transzpozicio. Ha ismét atbettiziink és az (12345) ciklus helyett esetleg a négyzetét vessziik,
akkor azt kapjuk, hogy ((12),(12345)) <I'<Ss. Viszont a bal oldalon is Ss all, igy I'=_Ss. Ez nem feloldhato, igy fnem
oldhat6 meg gyokjelekkel.

Megjegyzés: az ,altalanos n-edfokt polinom” semmilyen O karakterisztikdja K testre nem oldhaté meg
gyokjelekkel, ha n>5. Az ,altalanos n-edfoku polinom megoldésa gyokjelekkel” kifejezés alatt azt értjiik, hogy van
egy csodalatos képletiink, amelybe befrva az f(x)=x"+a, x"'+...+ax+ayeK[x] polinom egyiitthat6it megkapjuk a
megoldéasokat. (Meg persze sok hamis gyokot, mert a gyokvonds nem egyértelmd - K perfekt -, de 6sszesen is csak
véges sokat.) A képletnek nem szabad az a,-k konkrét értékeitsl fuggnie, azaz ha {a,|0<k<n—1}-t véltozéknak
tekintjiik, akkor is megfelel6 megoldést kell kapnunk. Vegyiik hat az T=K(ay, 4y, ...,a, 1) b6vitést, ahol minden a;
transzcendens és semmi koziik egymashoz (értsd: semmilyen K[ag, 4y, ...,4,_1]-beli nemnulla polinom nem ttinik el
rajtuk, azaz ai., Klag,ay,...,a,) felett is transzcendens). A képletnek T felett is mikddnie kell, azaz ha vessziik T
felett f(x) felbontasi testét, annak Galois-csoportja feloldhato kell legyen. Ez a Galois -csoport viszont S,, ami n>5
-re nem feloldhato.
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