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12. Modulusok, féligegyszerd gytridk

Az alabbiakban tobbek kozt az R egységelemes gytrd feletti unitalis baloldali modulusokkal fogunk
foglalkozni. Ezek kategoriajat M jeloli. A morfizmusok szorzatat a kategoériaknal hasznélt médon fogjuk jelolni,
tehat az aff szorzat az ‘el6szor B, majd o’ leképezés-kompoziciét jelenti.

Megijegyzés: a vektorterekre vonatkozé alapvet6 definciokndl és allitasokndl test feletti vektortér helyett
vehetiink ferdetest feletti bal- vagy jobboldali unitalis modulust is, a bizonyit4dsok - kell6 6vatossdg mellett - ekkor
is hasznélhatoak. (Igy gyakran e modulusokat is vektortereknek hivjuk.)

12.1 Projektiv modulusok

12.1.1 Definicio: yF szabad modulus, ha izomorf a @,zR diszkrét direkt 6sszeggel valamely I indexhalmazra.
Mas széval akkor, ha létezik olyan {e,cF|ael} rendszer - ezt bézisnak nevezzik - , melyre
VxeFEI!(neN; oq,y.eey aneI;rl,...,rneR\{O}): X=yr, "€s, azaz minden F-beli elem egyértelmden all el§ baziselemek
linearis kombindacidjaként.

Specidlisan ha R test vagy ferdetest, akkor minden R feletti modulus szabad. (Minden vektortérben van bézis.)

Példaul R=Z esetén a szabad modulusok a o8 Z., alakt, mas néven szabad Abel-csoportok.

12.1.2 Definici6é: PexM projektiv, ha minden
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diagramhoz, ahol o epimorfizmus (tehat az A-->B—0 sorozat egzakt), létezik olyan y:P—A
modulus-homomorfizmus, amely kommutativva teszi, azaz amelyre ayp=¢.

12.1.3 Allitas: minden szabad modulus projektiv.

Bizonyitas: legyen F szabad és tekintsiik az alabbi diagramot:

F
e
A5 B—0
Jelolje az e,eF baziselem ¢ szerinti képét b,. 9 epimorfizmus, tehat Vael3da,cA: 9(a,)=b,. A kivélasztasi
axiéma szerint tehat létezik olyan {a,cA|acl}, hogy Vael: 9(a,)=b,. Rendelje i e,-hoz a,-t. Ez egyértelmden
kiterjed egy F—A homomorfizmussa: (Zle r,-ea(i))(/)=2f’:1 iy Ekkor a bazisra megszoritva 9y=¢. Ez ismét
egyértelmden terjed ki F— B modulus-homomorfizmussa, tehat a két kiterjesztés, 9y és ¢ azonos, igy a diagram
valéban kommutativ.

Megjegyzés: az allitas megforditasa nem igaz. Tekintsikk ugyanis az R=7Z/(6) hatelemd gytrd felett az
M=7/(2) modulust. ;M koénnyen ellendrizhetSen projektiv, de nem szabad, hiszen egy R feletti szabad modulus
additiv csoportja @,7Z.

12.1.4 Definici6: a 0—A->>B zM-beli egzakt sorozat (azaz a mono) szétesik, ha valamely uehom(B,A)-ra
pa=1,. Ezt néha 0— A< B-vel jelslom.

12.1.5 Definicié: a B-£>C—0 M-beli egzakt sorozat (f epi) szétesik, ha Fvehom(C,B): fv=1.. Néha
B<L£-C—0-val jelslom.

12.1.6 Allitas: (1) 0—A<B szétesik < B=Im a®Ker u=~A®Ker u. (A jobbrol balra irany tgy értends, hogy
ha Im o direkt 6sszeadandé B-ben, akkor a fenti sorozat szétesik.)
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(2) BLC—0 szétesik < B=Ker f®Im v=Ker BOC. (A jobbrol balra irany tgy értends, hogy ha B-bdl
kivalaszthat6 egy C' részmodulus, amely direkt 6sszeadandé és amelyet B kolcsondsen egyértelmtien képez C-re,
akkor a sorozat szétesik.)

Bizonyitéas: (2) = : minden beB felirhat6 b=vpb+(b—vpb) alakban. Nyilvan vBbelmv.
B(b—vBb)=pb—(Bv)Bb=pb—-1pb=0, azaz (b—vpb)eKer . Eszerint B=Ker f+Im v. Mér csak azt kell belatnunk, hogy
(Ker B)N(Im v)=1{0}. Legyen x a metszet tetszGleges eleme. xelm v miatt ez el6all vc : ceC alakban. Tudjuk, hogy
Bv=1¢, amib6l c=Bvc=px=0, hiszen xeKer 8. Ekkor persze x=vc=v(0)=0, mint azt bizonyitani akartuk.

(2 «<: Blc egy C'—C izomorfizmus, tehat invertdlhats. Jelolie inverzét v. Ekkor Imv=C, azaz
Bv=(Bpm Jv=(8|c)v=v"v=1¢, tehat B<L~C—0 val6ban szétesik.

(1) =: b=owub+(b—aub) minden beB-re teljesiil. Akar (2) = bizonyitasandl, itt is aubelmo és (b—oub)eKerp,
tovabba (Im o)N(Ker u)={0}.

(1) <: Imo direkt 6sszeadandé B-ben: B=Im a®B,, azaz minden beB egyértelmien all el6 b=>b,+b, alakban,
ahol byelma, b,eB,. a mono, azaz a képén invertalhato. Jelolje az inverz leképezést o Rendelje u:B—A a by+b,
elemhez o”'(b;)-et. Kénnyen lathato, hogy 0— A<=B szétesik.

12.1.7 Definicié: a 0—A-5B-E2C—0 M-beli rovid egzakt sorozat szétesik, ha 0—A-5B, B L,c—0
valamelyike szétesik.

12.1.8 Allitas: ha az gM-beli 0—A-5B-LC—0 rovid egzakt sorozat egyik fele szétesik, akkor a mésik fele
is.

Bizonyitas: tegyiik fel, hogy a jobb fél szétesik, azaz alkalmas v: C—B-re B=Imv@Ker f3; az egzaktsdg miatt
ekkor B=Imv®Ima. Tehat B minden eleme egyértelmden all el6 b=x+y : xelmv,yelma alakban. Rendelje

u:B—A afenti b elemhez o '(y)-t. Ez is egyértelmd (o mono) és persze homomorfizmus. Nyilvan pa=1,, azaz a
bal fél is szétesik.

Most azt tegytiik fel, hogy a bal fél esik szét. Ekkor alkalmas u:B—A-ra B=Imoa®Keru=Ker @ Keru, azaz
minden beB egyértelmien all el b=x+y (fx=0,uy=0) alakban. Ekkor Bb=px+By=Py és az egzaktsag miatt
Im(B | ker,)=ImB=C. Tovabba Ker(B|k.,,)=(Kerp)N(Keru)={0} mert B direkt osszege e két részmodulusnak.
Osszefoglalva (B | Kerp) egy Keru—C izomorfizmus. Jelolje inverzét V. Ekkor
BY=(B] 1o)v=(8 ker V=B ker ) B| kery) ' =1c, azaz a jobb fél is szétesik.

12.1.9 Tétel: PeyzM-re ekvivalensek az alabbi feltételek:
(1) P projektiv,
(2) minden M-Lsp—0 egzakt sorozat szétesik,
(3) P direkt 6sszeadandéja egy szabad modulusnak, azaz létezik P@D alakt szabad modulus.

Megjegyzés: a (2) feltétel ekvivalens azzal, hogy minden 0—A—B—P—0 rovid egzakt sorozat szétesik. Ha
ugyanis B— P—0 szétesik, akkor az egész is, ha pedig minden 0—A—B—P—0 egzakt sorozat szétesik, akkor
minden M-£>P—0 egzakt sorozatra 0— Ker G M-£>P—0 is (vegyiik észre, hogy ez is egzakt), speciélisan a jobb
fele, azaz M-2>P—0 is.

Bizonyitas: (1) = (2): mivel P projektiv, van olyan v, amely kommutativva teszi az alabbi diagramot, azaz
amelyre Bv=1p. Ez éppen azt jelenti, hogy M— P—0 szétesik.
, P
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(2) = (3): legyen {b,|acl} generatorrendszer P-ben. Legyen az ezen generatorokbodl képzett szabad modulus F.
A @:F—P,b,—b, leképezés (egyértelmden) kiterjed egy F—P epimorfizmussa, ekkor F-P—0 egzakt. A
feltételek szerint szétesik, amibdl 12.1.6 szerint kovetkezik, hogy P bedgyazhatd F-be tgy, hogy beagyazott képe
direkt 6sszeadand6 legyen.
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(3) = (1): legyen F=P®Q szabad és lassuk be, hogy az alabbi diagram kommutativva tehetd:

y P
z’/ ,Lw
A5 B—0

Legyen n: F— P a vetitSleképezés, 1: P—F a bedgyazas és tekintsiik a kovetkezé diagramot:

F-5 P
ool

A5 B —0

F szabad és minden szabad modulus projektiv, tehat létezik olyan w, amely ezt kommutativva teszi, azaz
aw=q@m. Jobbrol szorozva i-vel (azaz megszoritva w-t P<F-re) al(wi)=¢(n1)=¢, azaz p=wt kommutativva teszi az
els6 diagramot.

Példa: R=Z7/(6) valasztassal az yR=g(Z/(2))®(Z/(3)) felirasban a baloldal szabad R-modulus, igy a jobb oldal
mindkét tagja projektiv.

12.1.10 Allitas: ha az L,L' balidealok generaljak az R egységelemes gytirtit, akkor az alabbi két kiils§ direkt
osszeg izomorf: fL@®L'~R® (LNL').

Bizonyitas: tekintsiik az ¢:L;®L,—R,(l},l,)—1;+], leképezést. Ez nyilvan homomorfizmus és feltételeink
szerint sziirjektiv, tehat az zL® zL'->yR—0 sorozat egzakt. zR szabad, azaz projektiv, tehat 12.1.9 szerint a
sorozat szétesik, azaz L®L'~R@®Ker ¢. Marpedig Ker p={(I;,1,)|lieLy,lLeLy, L +1,=0y={(I,-1)|leL,NLy)=L,;NL,.

12.2 Néhany allitas oszthaté Abel-csoportokrol

12.2.1 Allitas: ha Ae;M (azaz Abel-csoport), acA, ola)=n<oo, p prim és (n,p)=1, akkor p|a.

Bizonyitas: (n,p)=1 = px=1 (modn) megoldhato, tehat 3IteN:nt=px—-1 = nt+1=px. Ezt jobbrol
megszorozva a-val nt-a+a=px-a.Itt nt-a=t-(a-n)=+0=0, hiszen a rendje n. Eszerint d=x-a valasztéssal a=0+a=p-d.

12.2.2 Allitas: ha Ae;M minden eleme minden primmel oszthaté, akkor A oszthaté.

Bizonyitas: legyen acA,neZ". Legyen n primfelbontasa [I;_,p;. a oszthato p;-el, azaz 3a,: a=p;-a;. a; oszthatd
po-vel: a;=p,-a,. Ezt folytatva a=n-a,.

12.2.3 Allitas: Z,~ minden p-re oszthato.

Bizonyitas: VacZ,~ oszthaté p-vel. Ugyanis valamely k-ra (a)=Zj<Zj1<Z és px=a mar Z,1-ban
megoldhat6. Minden més g primmel pedig azért oszthat6, mert rendje p-hatvany, azaz (ola),q)=1.

Megjegyzés: (Q, +) oszthato.

12.2.4 Megjegyzés: @ ,.D, pontosan akkor oszthat6, ha D, oszthaté Vael-re, hiszen nx=a pontosan akkor
oldhat6 meg, ha koordinatanként megoldhaté. Specidlisan: oszthato csoport direkt faktora oszthaté.

Kovetkezmény: a szabad Abel-csoportok (szabad Z-modulusok) nem oszthatdak, mert pl. az 1-nek nincs fele.
Megjegyzés: ha D oszthato és D-->D—0 egzakt, akkor D is oszthat6. Ugyanis minden deD elsall ¢(d)

alakban. D oszthat6, azaz VneN3xeD: nx=d. Ekkor persze n-@(x)=d, azaz d oszthat6 n-el.

12.3 Injektiv modulusok

12.3.1 Definici6: a QexM injektiv, ha az alabbi diagram minden 0—A-%B egzakt sorozatra kommutativva
tehetd alkalmas y-vel:

0— A% B
Lo v

Q

Tétel: minden modulus bedgyazhat6 injektiv modulusba. Egyelére nem bizonyitjuk.
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12.3.2 Allitas: QeyM esetén az alabbi feltételek ekvivalensek:
(1) Q injektiv,
(2) minden 0— Q-*>M egzakt sorozat szétesik.

Bizonyitas: (1) = (2): legyen 0—Q->M egzakt. Mivel Q injektiv, alkalmas v homomorfizmusra az alabbi
diagram kommutativ, ami épp azt jelenti, hogy a sorozat szétesik.

0 —-Q->M

Q

(2) = (1): legyen Q a feltételnek megfelel5, 0— A-*>B egzakt. Legyen Q—1 bedgyazas egy injektiv modulusba
az el6z6, nem bizonyitott tételnek megfelel6en. Tekintsiik a kovetkezé diagramot:

0—A-%B
o

Q— 1

Mivel I injektiv, alkalmas w-ra a diagram kommutativ. Tovabba : monomorfizmus, tehat 0— Q-1 egzakt. A
feltétel szerint ez szétesik, tehat Iuchom(l,Q): u1=1g. Az, hogy a fenti diagram kommutativ, azt jelenti, hogy
wa=1¢. Balrél szorozva u-vel u(wo)=(u1)p=1,9=¢, ami azt jelenti, hogy y=puw-ra az alabbi diagram kommu tativ,
azaz Q injektiv.

0 —A->B
o o
Qe I
12.3.3 Tétel (injektiv teszt lemma): legyen R egységelemes gydrd. QepM pontosan akkor injektiv, ha R
minden L balidealjdra (azaz VzL<yR-re) és @eHomg(L,Q)-ra létezik olyan peHomg(R,Q), amelyre az alabbi
diagram kommutativ (1 az L— R bedgyazas). Mas széval: ha minden L— Q homomorfizmus kiterjed R-re.

0 —L-5R
lewi
Q

Bizonyitas: ha Q injektiv, akkor definici6 szerint talalhat6 ilyen .

Legyen most Q a masodik feltételnek megfelels, 0—A->B egzakt, ¢: A—Q. Azt kell beldtnunk, hogy létezik
olyan y:B—Q, amelyre pé=¢. Mivel & mono, a képén invertdlhato. Jelolie inverzét &', ez egy IméE—A
homomorfizmus.

Tekintstik az olyan (B,,y,) parok B halmazat, ahol Im&<B,<B és y,:B,—A Kkiterjesztése <p§_1—nek (azaz
¥.E=¢). Ezeken definialhatunk egy részbenrendezést: legyen (B, ,)<(B;,s), ha B,<Bj és y; kiterjesztése y,
-nak. B-beli parok ldncdnak unidja is B-beli, tovabba B nem tires, hiszen (Imé,(pcg_l)eB. Tehat B-re teljestilnek a
Zorn-lemma feltételei, igy van maximalis eleme, legyen ez (B*,y"*). Elég belatni, hogy B*=B, hiszen ekkor y*Eé=¢.

7 3beB~B*. Legyen L={reR|rbeB*}. Konnyen lathat6, hogy L balidedl R-ben. Legyen y:L—Q az a leképezés,
melyre y(r)=y*(rb). Minthogy b—rb és yY* egyarant modulushomomorfizmus, y is az lesz. A feltétel szerint
Jy":R—Q, amely kiterjesztése y-nak. Legyen g=y'(1).

Jelolie (B*,b)-t B'. Definidlni akarunk egy y':B'—Q homomorfizmust, amelyre (B',y')eB. Trjuk fel B’ egy
tetszGleges elemét b'=b"+rb alakban, ahol b*eB*,reR. Legyen y'(b’)+rq. Ha ' joldefinialt, akkor nyilvanvaléan
homomorfizmus. Tegyiik fel, hogy b’ kétféle felirasabol y'(b')=a; ill. Y'(b')=a, jott ki. Véve a két feliras kiilonbségét
a 0 egy felirasat kapjuk, amelyhez ¢'(0)=a,—a, tartozik. Az egyértelmiiséghez tehat elég belatni, hogy ha b*+rb=0,
akkor y*(b*)+rq=0. Mivel rb=-b*eB* és reL, y'(r)=y(r). Felhasznalva, hogy 7y homomorfizmus:
rq=r-y'(1)=v'(r)=y(r)=y¢"(rb). Eszerint *(b*)+rg=y*(b*)+y"(rb)=¢*(b*+rb)=y"(0)=0.

Y’ valoban joldefinialt, azaz egy B'—(Q homomorfizmus. Definicidjabol latszik, hogy kiterjesztése y*-nak,
tovabba bgB* miatt B*<(B*,b)=B'. Osszefoglalva (B*,y*)<(B’,y'), ami (B*,*) maximalitdsa miatt }.

B* valéban B, ezzel az allitast belattuk.

12.3.4 Allitas: egy Z-modulus pontosan akkor injektiv, ha oszthaté Abel -csoport.
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Bizonyitas: < : jelsljon D oszthaté Abel-csoportot. Z fsidealgytrd, tehat (bal)idealjai az {(n)|neZ} fsidealok.
Legyen most neZ~{0} és tekintsiik a

0 —(n->H=7Z
1o
D
M-beli diagramot. Mivel D oszthat6 és ¢(n)eD, IxeD: nx=¢(n). Legyen ¢ az a Z—D homomorfizmus,
amelyre (1)=x . Ekkor y(n)=n-y(1)=nx=¢(n), azaz y kiterjesztése ¢-nek. Ha n=0, akkor a Z—D zérémorfizmus
megfelel -nek.

Eszerint minden, Z egy f6idealjab6l D-be mené homomorfizmus kiterjed Z-re. Az injektiv teszt lemma szerint D
injektiv Z-modulus.

= : Legyen A injektiv Z-modulus. Azt 4llijuk, hogy VneZ~{0}VacA: n|a. Tekintsiik a fenti diagramot, ahol ¢
az a homomorfizmus, ami n-hez a-t rendeli. A injektivitdsa miatt létezik olyan i, amely kommutativvé teszi. Ekkor
a=q(n)=y(n)=n-y(1), azaz n|a valéban teljestil.

Megjegyzés: az iménti tétel segitségével egyszerden beldthatjuk egy kordbbi tételiinket, mely szerint
Abel-csoport (jelolje A) oszthat6é részcsoportja (D) direkt osszeadandé. Tekintsiik ;M-ben a 0—DG A rovid
egzakt sorozatot. Mivel D injektiv, ez 12.3.2 szerint szétesik, ami pedig 12.1.6 alapjan éppen azt jelenti, hogy D
direkt 6sszeadand6 A-ban.

12.3.5 Tétel: ha D oszthaté Z-modulus, akkor elGall D=(®a€I(Q,+))@(® ﬂelzﬁ) alakban, ahol a p;-k nem
feltétlentil kiilonb6z6 primek.

Bizonyitas: legyen D torziérészcsoportja T. T is oszthat6, mert véges rendd elem n-edrésze is véges rendd. A
fenti megjegyzésbdl T direkt 6sszeadando, alkalmas A<D-re D=T®A. A torziémentes, mert az dsszes véges rendd
elem T-ben van. A - oszthat6 csoport direkt faktora 1évén - szintén oszthato.

T=®, prim I, ahol T, a torzi6-p-csoport, vagyis a p-hatvany rendd elemek halmaza (ezt a csoportelméletrél sz616
résznél belattuk). A p rendd elemek (tovabba a 0) részcsoportot alkotnak, amely néhany Z, direkt 6sszege. Akkor

persze vektortér F, felett - jelolje V, - és van egy {a;|Be],} bazisa.

Rogzitsiik most -t. Legyen ag (=0, a5 ,1=ag, k>1-re pedig a4 ., legyen olyan, hogy p-ag .1=a, teljestiljon. T,
oszthato, igy valaszthato ilyen ag,.,. Ekkor (aﬁ,n|neN>=HﬁzZpoo. Ennek minden x eleme lényegében (k csak
modp" egyértelmd) egyértelmden all el6 x=k-ag, alakban, ahol neN, k pedig p-vel nem oszthaté egész;
k=0 < x=0. Nevezziik ezt praktikus felirdsnak.

Azt éllitjuk, hogy amit az igy megadott T,-beli Hj-k generdlnak, az a direkt dsszegiik. 9 nem ez a helyzet, ekkor
néhény (véges sok!), paronként mas-mas Hj-ba tartozé nem 0 elem Osszege 0, azaz ¥ ox;=0 : x;eHy;~{0} .
Tekintsiik az x; elemek praktikus felirasat. Azt kapjuk, hogy ¥i_ok;agy ;=0 : keN,p{k,n(i)eZ" . Legyen n az nli)
szamok legnagyobbika és szorozzuk meg az egyenletet p"~'-el. Ha nli)<n, akkor p" 'kyay wi=p" ""kiag;=0, ha
pedig n(i)=n, akkor p"’lk,-‘aﬂ(,-),,,(i)=k,--aﬂ(,-). igy tehat 3,;_,k;-a1=0. A bal oldal a megfelel6 ag; vektorok linearis
kombinécidja, egyik egyiitthaté sem oszthato p-vel és az Gsszeg legalabb egytaga. Viszont az ag;-k az F, feletti V,
vektortér linedrisan fiiggetlen elemei , J.

Val6ban, (Hj | BeJ,)= ey, Hp. Jelolje ezt T,

T, oszthatd, mert Z,~-ek direkt osszege. 1 T,#T,. Ekkor T,=T,®T", mert Abel-csoport oszthat6 részcsoportja
direkt 6sszeadand6 (Id. csoportelmélet). T* rendje is p-hatvany, tehat van p-edrendt eleme. Ez benne van V,cT,
-ben, §.1gy T,=T,/= GBﬂE]pHﬂ: (JBﬂE]proo.

Tekintsiik most az A torziomentes, oszthaté csoportot. Minden veA,neZ~{0} esetén pontosan egy xeA-ra lesz
n-x=v. Ugyanis legaldbb egy ilyen van az oszthatésig miatt, ha pedig nx=nx'=v, akkor n(x-x')=0 és a
torziomentességbdl x=x". Azaz tetszbleges veA,qeQ-ra joldefinidlt a g-veA elem. Trividlis, hogy az imént
megadott mivelettel A egy Q feletti vektortér, ennek additiv csoportja @ ,((Q, +) alaka.

Tehdt D=TO®A=A®(®,, i T,)=(® 11 (Q, +))®(®, i (B ey Z,)), ezzel az dllitdst beléttuk.

12.3.6 Allitas: minden Z-modulus bedgyazhat6 egy injektiv Z-modulusba.
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Bizonyitas: a Z-modulusok az Abel-csoportok, az injektivek az oszthatéak. Azt kell tehat belatni, hogy minden
Abel-csoport beagyazhatd egy oszthaté Abel-csoportba. @,,Q oszthato, tehat @,,Z<®,;Q miatt minden
szabad Abel-csoport bedgyazhaté oszthatéba. Minden A Abel-csoport el6all valamilyen F szabad Abel-csoport
faktorcsoportjaként, azaz A~F/B. Agyazzuk be F-et a D oszthat6 csoportba, ez megad egy F/BS D/B beagyazést.
Oszthat6 csoport homomorf képe is oszthato, igy A=>F/BS D/B megfelel.

Megjegyzés: legyen A,BegM és tekintsiik Homig(rA,zB)-t. EbbSl szeretnénk jobboldali modulust csinalni.
Mindenképp Abel-csoport, azaz Z-modulus. Ha R kommutativ, akkor a (¢-7):a—r-¢(a) mivelettel jobboldali
R-modulus is lesz, mert ((¢-7)-s)(a)=s-((¢-7)(a))=srpla)=rsla)=(¢-rs)(a)miatt (¢-7)-s=¢rs, a tobbi axioma pedig
trivialisan teljestil.

Legyen most MegM, AezM. Persze M-et tekinthetjiik csupdn Abel-csoportnak, azaz ;M egy elemének.
Készitsiink a H=Hom;(M,A) Abel-csoportbdl jobboldali R-modulust. Legyen a szorzas a kovetkez6: ¢eH,reR-re
(¢r)(m)=¢@(rm). Lassuk be, hogy ez valoban egy HxR—H miivelet és teljesiilnek ra a modulusaxiémak.

(¢r)(my+my)=@(rmy+rm,) @rmy)+ @lrmy)=(r)(my)+(or)(m,), azaz Qr Osszegtarto, valéban

% bsszzegtarté
Z-modulus-homomorfizmus. H Abel-csoport és a fent definidlt szorzas nyilvan disztributiv az osszeaddsra, igy
ahhoz, hogy HeMg, elég, hogy Vr,seRV peH: (or)s=olrs). Marpedig

((¢r)s)(m)=(qr)(sm)=(r(sm))=@|(rs)m)=(p(rs))(m) . Valoban jobboldali R-modulust definialtunk.
Hasonl6an, ha MeMy és A Abel-csoport, akkor Homz(M,A) baloldali R-modulussa tehetS az r-q: m— q(mr)
definicidval.

12.3.7 Lemma: ha D injektiv Z-modulus, akkor H=Homy(R;,D) injektiv baloldali R-modulus a fenti
muvelettel.

Bizonyitas: az injektiv teszt lemma szerint elég belatni, hogy az aldbbi pM-beli diagram alkalmas i-vel
kommutativva tehetd, ha L balideal R-ben.

0 —L >R
Lo
HomZ(RZ/D)

Jelolje xeL ¢ szerinti képét ¢,. Ekkor ¢,:R—D 0Osszegtart6 leképezés. Tekintsiik azt az f:LxR—D leképezést,
amelyre f(x,y)=¢,(y). f-re az aldbbiak fognak teljestilni:

B flo,y1+ya)=flx, y1)+flx,y,) , mert ¢, Osszegtarto.

B flag+x,y)=flx1,y)+flxo,y) , mert 9 homomorfizmus, azaz ¢, .., =@, +¢,, -

¢ R-modulusok homomorfizmusa, igy ¢,.=r¢,. H-ban a szorzést ugy definidltuk, hogy V9eH: (r-9)(y)=9(y-r).
Specialisan 9=¢,-re ¢,.(y)=(r¢,)(y)=¢.y-r). Ebbd]

& flrx,y)=flx,yr).

Legyen g(x)=f(x,1). Ez egy értelmes (R egységelemes) L—D leképezés, s6t, f fenti tulajdonsagai alapjan
Osszegtarto, azaz zM-beli homomorfizmus. D oszthaté, mas néven injektiv Z-modulus, igy g kiterjeszthet6 ;L-rél
,R-re, legyen a kiterjesztés §: R—D. Legyen most f:RxR—D, f(x,y)=§(y-x).

O flx,y1+ya)=flx, 1)+ flx,yo) ha x,y3,1.€R. Ugyanis § Osszegtarté és R-ben a szorzas disztributiv az
osszeadasra, azaz g((y;+y,) x)=8(y1x)+8(y>x).

' fley+x,,y)= flxy, y)+ flx,,y) ugyanigy.

&' flrx,y)=flx,yr) , hiszen §(y-rx)=§(yr-x).

@' flx,y)=flx,y) , ha xeL,yeR. A bal oldal ugyanis definici6 szerint g(yx), a jobb oldal pedig & szerint f(yx,1)
. xeL és L balidedl, tehat yxeL, igy ¢ definici6jabol flyx,1)=glyx). Marpedig &(yx)=g(yx) mindeniitt, ahol g
értelmezve van, hiszen § kiterjesztése g-nek.

Legyen most @(x) az az R—D leképezés, amelyre ((x)(y)=flx,y). @ szerint $(x) dsszegtarts, azaz plx)eH. '

és ' szerint ¢ muvelettarto, azaz yM-beli homomorfizmus. 3" szerint xeL esetén @(x)=¢(x), tehat ¢ kiterjesztése
@-nek.
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® kommutativva teszi a vizsgalt diagramot, eszerint H val6ban injektiv.

Megjegyzés: legyen R egységelemes gydrd, ¢:xA— B homomorfizmus, pMegM rogzitett. Ekkor ¢ indukal
egy ¢,:Homg(M,A)—Homgy(M, B) Z-modulus-homomorfizmust; ez nem mas, mint ¢,: a— goor. Azt éllitjuk, hogy
*: gA—Homp(M,A); p— ¢, egy gM—;M kovaridns funktor. Valéban, ha zM-ben tekintjiik A-%5B-25C-t, akkor
Homg(M, A)-2> Homg(M, B)-£> Homg(M, C) egy »M-beli diagram és B,a,=(Ba),. Ezt tgy is megfogalmazhatjuk,
hogy Homg(M, - ): kpM—;M kovarians funktor. Hasonl6an Homig(-,N) kontravarians funktor, azaz Homig(-, -) els6
valtozodjaban kontravarians, masodik valtozéjaban kovarians bifunktor zpMxzM-bél zM-be.

12.3.8 Tétel: minden M R-modulus bedgyazhat6 injektiv R-modulusba.

R=Z esetére az allitast mar belattuk. Legyen most R tetszéleges. Tekintsiik M-et Z-modulusként, ekkor a tétel
els6 fele szerint van olyan 0—M—>D egzakt sorozat ;M-ben, ahol D injektiv. Alkalmazzuk erre a fent definialt *
funktort, a rogzitett modulus legyen R. Ekkor a 0— Homy(Rz, M) —>Hom(R,, D) diagramot kapjuk.

Azt allitjuk, hogy ez is egzakt sorozat, azaz 1, injektiv. Valoban, ha 1,(a)=1,(B), akkor 1a=1f, amibdl - tekintve,
hogy 1 monomorfizmus, igy balrél lehet vele egyszertsiteni - a=p.

Lassuk be, hogy i, mint a Homy,(R,M) és Homy(R,D) baloldali R-modulusok kozti leképezés is
homomorfizmus. Osszegtarté, mert zM-ben homomorfizmus. Az kell még, hogy ha ¢eHom,(R,M), akkor
r1l@)=1(r¢). Legyen xeR tetszéleges és nézziik meg, mit vesz fel a két leképezés x-ben:

(7 (@) (x)=( @) (xr) = (10 ) (xr) = 1 lxr) )= (1 @) (x) )= (1o(r @) J(x) = (- ) ) (x) , ugyanazt.

Tehat Hom,(R, M) mint baloldali R-modulus bedgyazhaté a Homy(R,D) - a lemma szerint injektiv - modulusba.
Tovéabba Homg(R,M)=Hom,(R,M), hiszen ami Osszeg- és szorzattartd (eHomy), az Osszegtarté (eHomy).
Mindketté baloldali R-modulus, azaz Hompg(R,M)<HomzR,M), igy HomzR,M)-el Homg(R,M)-et is be tudtuk
agyazni egy injektiv modulusba. Most mar csak azt kell észrevenniink, hogy Homg(R, M)~M. Valéban, ¢=—¢(1)
muvelettart6 bijekci6 a két modulus kozott.

Osszefoglalva M=Homg(R, M)<Hom,(R,M)<Homy(R,D) és ez utébbi injektiv.

oy o

12.4 Féligegyszerii gytiriik

12.4.1 Tétel (Wedderburn-Artin): legyen R egységelemes gytird. Ekkor az alabbi feltételek ekvivalensek:

(F1) V baloldali R-modulus projektiv, (F7) V jobboldali R-modulus projektiv,

(F2) V baloldali R-modulus injektiv, (F8) V jobboldali R-modulus injektiv,

(F3) V baloldali R-modulus féligegyszerd, (F9) V jobboldali R-modulus féligegyszerd,
(F4) YV M-beli rovid egzakt sorozat szétesik, (F10) V Mg-beli rovid egzakt sorozat szétesik,
(F5) &R féligegysrzerfi, (F11) Ry féligegyszerd,

(F6) R elsall Rzl(:fal M,;(D;) alakban, ahol D; ferdetest.

o

12.4.2 Definicié: a fenti feltételeknek eleget tevs gytriket (minimumfeltételes) féligegyszerd gytrtinek
nevezziik. (A minimumfeltételt az helyettesiti, hogy R egységelemes.)

Bizonyitas: mivel (F6)-ban sz6é sincs jobb- és baloldali modulusokrél, elég belatni az els6 hat feltétel
ekvivalenciajat, hiszen ugyandgy a masodik hat is ekvivalens lesz.

(F1) < (F4): hasznaljuk 12.1.9-t. Ha M minden eleme projektiv, akkor minden 0—A-—B—C—0 rovid
egzakt sorozat szétesik, hiszen C projektiv. Ha minden pM-beli révid egzakt sorozat szétesik, akkor minden
0— Ker fsM-L>P—0, azaz minden M-£>P—0 egzakt sorozat szétesik, igy minden PeM projektiv.

(F2) < (F4): hasznaljuk 12.3.2-t. Ha zM minden eleme injektiv, akkor minden 0—A—B—C—0 rovid egzakt
sorozat szétesik, hiszen A projektiv. Ha minden gM-beli rovid egzakt sorozat szétesik, akkor minden
0—Q-5>M—M/Ima—0, azaz minden 0— Q— M egzakt sorozat szétesik, igy minden QerM projektiv.

(F3) < (F4): hasznéljuk 12.1.6-t. Ha minden BeM féligegyszerd, akkor egy 0—A-">B—C—0 rovid egzakt
sorozat mindig szétesik, mert Im o mindig direkt tsszeadandé. Ha pedig minden pM-beli révid egzakt sorozat
szétesik, akkor minden B-re és minden A<B-re 0—AGB szétesik, azaz minden A<B direkt dsszeadand6, B
féligegyszerd.
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(F3) & (F5): a balrdl jobbra irany trividlis. Tekintsitk < -t. Legyen R=®,L,, ahol az L,-k zR egyszerd
részmodulusai, azaz minimalis balidedlok. Ekkor 1eR egyértelmien all el6 1=e, +eypnt... 44, alakban, ahol
neZ", az ali)-k I paronként kiilonboz6 elemei, e,;eL,;~{0}. Ekkor tetszbleges reR elGall r-1=r-e,q)+...+1 ey
alakban. r-e,;€L,;, mert balidedlok, tehat R=i(=v”91 L;. Tekintstik az R-e; halmazokat. Ezek rendre L;-beli balidealok
és 1eR, ¢;#0 miatt egyik sem {0}. L; egyszerd, azaz L;=Re;. Szorozzuk most meg az 1=3_;¢; egyenlSséget balrol
e;-vel. Kapjuk, hogy e;Z}Ll eej, ahol eie;eL;. Direkt tsszegben az elGéllitas egyértelmd, tehat e,-=e,-2 és Vj#i: ee;=0.

Most lassuk be, hogy MeM minden A részmodulusa direkt 6sszeadandé. Legyen B={B<M|ANB={0}}. B-beli
elemek lancanak unidja is ilyen, tovabba {0}eB. A Zorn-lemma szerint van tehat maximalis elem B-ben. Legyen B
ilyen. Ekkor A+B=A®B.

1 A®B#M, ekkor IxeM~(A®B). Mivel R egységelemes, xeRx=3(L;x). xg A®B miatt 3i: LxZA®B. Jelvlje L;
-t L. Lx#{0}, mert {0jcA®B, azaz a ¢:L—>M,r—rx modulushomomorfizmus magja nem L.
Ker p<L => Ker p={0}, hiszen L egyszerd. Igy L=Lx. Tekintsitk LxN(A®B)-t, ez Lx részmodulusa. Nem lehet Lx,
mert LxZA®B, igy {1} kell legyen, mert Lx~L egyszerd. Tehat Lx+ A®B=Lx®A®B, azaz Lx®B=B'eB és B<B'.
Ez B vélasztasa miatt 4.

(F5) < (F6): legyen Rzé M,;(D;) és lassuk be, hogy R féligegyszerd. Féligegyszert gytrtk direkt dsszege is az,
tehat elég belatni, hogy M,(D) feligegyszerd, ha neZ" és D ferdetest. Allitsuk el6 M,(D)-t n minimélis
balideéljanak direkt 6sszegeként.

Legyen L,=M, (D) azon matrixok halmaza, melyek az i-edik oszlop kivételével csak 0 elemeket tartalmaznak. L;
zart az Osszeadasra és egy A elemét balr6l szorozva BeM,(D)-vel a kapott matrix minden sora lineéris
kombinéacidja lesz A sorainak, tehat az i-edik oszlopon kiviil csak O elemeket tartalmaz = L;-beli = L; balideal
M,(D)-ben. Legyen most AeL~{0} és A'cL; tetszlleges. A’ i-edik oszlopvektorat jelolie v. A=0 = 3j: a;#0.
Legyen B az a métrix, melynek j-edik oszlopaban v-aﬁl van, minden mas 0. Igy B-A i-edik oszlopaban v-aﬁl-aﬁ=v
jelenik meg, minden mas 0 lesz, azaz B-A=A'. Igy L; minden 0-t6l kiilonb6z6 A elemére az A altal generalt

balideal mar L;. Azaz L; egyszerd. MH(D)=I,(£91 L; valéban féligegyszerd.

(F5) = (F6): legyen R véges sok minimalis balideal direkt 6sszege: [J RR:iéél r(L;). Tudjuk, hogy ekkor L; el6all
Li=Re; alakban, ahol az e¢; elemek ortogondlis idempotens rendszert alkotnak. Csoportositsuk az g(L;)exM
modulusokat izomorfia szerint és minden egyes izomorfiaosztaly elemeinek vegyiik a direkt tsszegét. Jelolje az igy
kapott direkt osszegeket Ry, R,,...,R,,. Ekkor persze &J RR=k€z)1 r(Ry), hiszen ez (3 atcsoportositott alakja.

Azt allitjuk, hogy R, jobbidedl is, azaz R,<R. Ez pontosan akkor igaz, ha [#k esetén RR,={0}. (Ha R
jobbidedl, akkor ez benne van RN R, -ben, ami (J miatt 0. Ha pedig ez minden [#k-ra fennall, akkor ismét (J szerint
RiR=R{¥)% R)=RR;+(2 i RiR) SR +{0}=R,, azaz R, jobbidedl.) Legyen L az R,-t, L* az R;-t ad6 minimalis
balidedlok egyike. Elég belatni, hogy LL*={0}, hiszen ebb6l RR=(%;.,L;)(¥;crL7)=2%; ;{0}={0}. 7 LL*#{0}, ekkor
JzeL*: Lz#{0}. Tekintsiik a ¢: xRL—zL", x+—=xz homomorfizmust. z vélasztasa miatt Im ¢#1{0}, ekkor persze Kerp#L
. Ezek részmodulusok L-ben ill. L*-ban, melyek egyszerd modulusok. Igy hat Ime=L* és Ker p={0}, ebbdl L=L"
AKkkor viszont L*-nak is R,-ban kellene lennie, }.

Tehat R=k61§1 R, eléall idealjai direkt 6sszegeként. Ekkor R; balidedljai R-nek is balidedljai, ugyanis ha L balideal
R;-ban, akkor RL=(¥;";R)L=(3,.,{0})+RLCL. Igy hat az L;-k a megfelels R, idedlokban mint részgytrtben is
minimaélis balidealok, tovabba R; egységelemes (1eR megfelel6 koordinatdja egységelem R;-ban). Alkalmazva a
most kovetkez6 lemmat Ry~M,,(D;), amibdl kovetkezik a bizonyitand6 az allités.

Lemma: legyen R egységelemes és éalljon el6 véges sok paronként izomorf minimélis balidedljanak direkt
Osszegekeént: RRzi(:JBl r(L;). Ekkor alkalmas D ferdetestre és n pozitiv egészre R~M,,(D).

Bizonyitds: tudjuk, hogy L;=Re;, ahol az ¢;-k ..., tovdbba (O (3_;¢])=1 . Tekintsiik Homg(Ly,Ly)=Endg(L;)-et és

jeloljitk D-vel. Ez az 6sszeadasra és a kompozicidra gytrtt alkot.

Azt allitjuk (ezt egyébként Schur-lemma néven is szoktdk emlegetni), hogy ha R egységelemes és rMexM
egyszerd, akkor Endg(xM) ferdetest. Valoban, ideEndy(zM) miatt egységelemes, tovabba yeEndy(xM)~{0}-ra
Imy#{0}, Kerp#M. Az egyszertiségbdl Imip=M, Kerp={0}, azaz i invertalhato, mint azt bizonyitani kivantuk.
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Tekintstink most egy ¢:L;—L, homomorfizmust. ¢le)el,=Re;, miatt IreR: ¢le;)=re,. Rendelje a
©:Homg(L;, L,)—eRe, leképezés ¢-hez az e ¢le)=ere, elemet. Vegyiik észre, hogy Vxel; elemre
olx)=glxe;)=x- ple;) =xe; ple]) =x-O o).

Homg(L;, L) és e;Re, egyarant Abel-csoport az dsszeaddsra. Azt allitjuk, hogy a fenti © leképezés izomorfizmust
ad a két csoport kozott. Szurjektiv, mert ereceRe, elGall a ¢:x—x-ejre, homomorfizmus © szerinti képeként.
Injektiv, mert ha ©(¢p)=0(y), akkor VxeL;: ¢(x)=x-0(¢)=x-O()=(x), amibsl p=1.

Ha a ¢:L,—L; és y:L,—L, modulushomomorfizmusok ® szerinti képei (®©-t definidljuk minden egyes L, L,
parra) ere; és ese,,, akkor VxeL;: (vo)(x)=plx)-ese,=x-¢{refs)e,=x-ere, ceRe,,, igy a pe: Li— L,, homomorfizmus ©
szerinti képe O(pp)=e;re,-ese,=0(p)-Oy). Tehat az U}y Homg(L;, L) homomorfizmusok az sszeadas (ahol
értelmes) és kompozicié miveletekkel adott strukttraja helyett tekinthetjiik (U} ,;e;Re)-t az 6sszeadas és R-beli
szorzéas muveletekkel. Jelolje © inverzét @ és e;Le;-et D', ekkor D'%D. Rogzitsink minden egyes i-re egy y;:L;—L;

izomorfizmust. Jel6lje a hozzatartoz6 O(y;)ee;Re; elemet g;. (Ekkor y; éppen a jobbrol g;-vel valo szorzés.) Mivel
y; invertalhat6, g; is az.

g g,-ek=eig,:1=0 ha i#k, hiszen i#k-ra e;;=0, igy gie,ce;R(e;ep)=e;R-0={0} és e,g; "(e;e)Re;={0}. Persze g;e;=g;.

Legyen most reR tetszGleges és tekintsiik g-ere,g; -et. Ezzel jobbrol szorozva az L;-b6l L;-be képezé
Y 1o(CD(eirek))oyi homomorfizmust kapjuk, azaz D egy elemét. Legyen M(r)eM,(D’) az a matrix, melyben az i-edik
sor k-adik eleme g;-ere,gi €D’ . Azt allitjuk, hogy az M:R— M,(D’), —M(r) leképezés izomomorfizmus. Jelolje az
M(.) matrix i-edik soranak k-adik elemét n1;(.).

E M(r+s)=M(r)+M(s) , mert a disztibutivitasbol my(r+s)=g;er+s)e.gi ' =g:ereii +gieisergi =mulr)+myls).

& M(r-s)=M(r)-M(s) . Ugyanis a jobb oldal i,k eleme

n

27=1 M M= Z]=1 (gieifé’jgj_l)(g;ejrekgil) =g&ieir (2]11 3]'2) : Sekgz?l ggiei(rS)ekgk'l =n1y(rs)
megegyezik a bal oldal megfelel6 elemével.

M injektiv, azaz M(r)=0 = r=0. Val6ban, ha M(r)=0, akkor Vi,k: 0=®(m;)=d(g;ere.gi ' )=vi oD(ere)oy;.
Mivel y; és y, ! izomorfizmusok, ez a szorzat csak akkor lesz az L,—L, zérémorfizmus, ha ®(ere): L,—L; a
zérémorfizmus, azaz Vi, k: ere,=0. Igy 0=3 ,_; ere,=(3i; e)r(Zi- ek)gl-r-lzr, mint azt bizonyitani akartuk.

M sziirjektiv, azaz VAeM,(D')3reR: A=M(r). Elég belatni, hogy azon E=E;(d) métrix, melyben az i-edik sor
k-adik eleme deD'~{0} (d tetszGleges), el6all képként, hiszen ilyen métrixok sszegeként M, (D’) minden eleme
elGall és ImM részgytrd. Jelslie ©(d)-t 5. Ha deD~{0}, akkor 6 egy L,—L, izomorfizmus. Ezért y,8y; " :Li— L is
izomorfizmus, igy elall ®(ere,) alakban, azaz g;'dg=ere, és d=g;(gi 'dgy)-gi '=grerergi . Tekintsiik Mierey)-t.
Ennek (I,m) eleme gere.g,, ez O szerint =i,m=k kivételével 0. Az (i, k) elem a fentiek szerint d, azaz M(e;re,)=E.
M tényleg sziirjektiv.

Rl\:/[M,,(D’):M,,(D) , ezzel a lemmat igazoltuk.

12.4.3 Definici6: MegM noether-modulus, ha részmodulusai teljesitik a maximumfeltétel; ez ekvivalens azzal,
hogy minden részmodulusa végesen generalt. M artin-modulus, ha részmodulusai teljesitik a minimumfeltételt.
(Azaz ha M részmodulushaldja noether- ill. artin-halo.)

12.4.4 Allitas: legyen 0— A-%B-£>C—0 egzakt sorozat zM-ben. Ekkor B artin-modulus < A és Cis az.

Bizonyitis: = : A részmodulusai részmodulusai B-nek is, C részmodulusait pedig ™' (mint teljes inverz kép)
injektiven és rendezéstartéan emeli vissza B részmodulusaiba. Ha tehat B részmodulusai kozt nincs végtelen
leszall6 lanc, akkor ugyanez A-ra és C-re is all. (Masképp: A ill. C részmodulushaldja éppen a [{0},A] ill. az [A, B]
intervallum B részmodulushaléjaban (a bedgyazéasok o és f3 ), artin-hal6nak pedig a részhaldja is artin.)

<: legyen A<B, A és C=B/A artin, és lassuk be, hogy B is az. Legyen (M,);2; B részmodulusainak végtelen
(nem feltétleniil szigortian) csokkend lanca. Elég igazolni, hogy M, idével stabilizalédik. Tekintstik az (M,+A)/A
részmodulusok (ezek az M, -ek képeia B— C természetes homomorfizmusban) végtelen csdkkend lancat C-ben. Ez
egy n' index felett stabilizdl6dik, mert C artin. Azaz VkeN: M, +A=M, +A. Vegyiik most az M, ,,NA leszall6
lancot A részmodulusai kozt. Ez is stabilizalodik, azaz alkalmas n">n'-re VkeN: M, ,NA=M,NA. Ekkor

VkeN: Mn"zMn"ﬂ (A+Mn")=Mn"ﬂ (A+Mn"+k)= (Mn"ﬂA)+Mn"+k= (Mn"ﬂA)+Mn"+k= (Mn"+kﬂA)+Mn"+k=Mn"+k .
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(A harmadik atalakitasndl azt hasznéltuk, hogy részmodulushalé modularis.) Igy n” utan az M, lanc is
stabilizalodik.

Megjegyzés: a fentivel azonos éllitas mondhaté noether-modulusokrél és ugyanigy bizonyithato.
(Tulajdonképpen azt lattuk be, hogy egy korlatos moduléris hal6é pontosan akkor artin, ha véve valamely a elemére

a [0,a] és [a,1] intervallumokat, ezek artin-halét alkotnak. A noether-halé az artin-halé duélisa, a modularitas
onmaga dualisa, igy ugyanez noether-haléval is igaz.)

Megjegyzés: az egységelemes gytrikkel ellentétben, modulusokra nem teljesiil az artin = noether implikacio.

12.4.5 Definicié: az M modulusnak 0=M,<M;<...<M,_;<M,=M kompozicidlanca, ha a lanc tagjai
részmodulusok és a lanc nem finomithatd, azaz Vie{l...n}:AN: M; ;<N<M,;. Ez nyilvan ekvivalens azzal, hogy
Vi: Mi/M._, egyszerd modulus.

12.4.6 Allitas: M-nek van kompoziciélanca <> artin és noether.

Bizonyitas: <«: legyen M artin és noether. Legyen M,=0, majd i>0, M;#M esetén M,,,; legyen az M;-t
szigortan tartalmazé részmodulusok nemiires (M benne van) halmazanak egy minimalis eleme. Ekkor
My<M;<M,<... részmodulusok szigortaan névekvd lanca, azaz véges hossza. Ez csak gy lehetséges, ha idével
M, =M lesz, ekkor nyilvan kompoziciélancot kaptunk.

=: ha M-nek van kompoziciélanca, akkor a {0} modulusbél megkaphat6 véges sok lépésben tgy, hogy
minden lépésben egyszerd modulussal bévitiink. Minden egyszerd modulus artin és noether, mert igen kevés
részmodulusa van. 12.4.4 és az azt kdvetd megjegyzés szerint mindkét tulajdonsag megmarad a 1épések soran.

12.4.7 Megjegyzés: a Wedderburn-Artin tétel szerint minden R féligegyszerd gytrtd véges sok minimalis
balidedljanak direkt Osszege, azaz rR-nek van kompoziciélanca. igy R balartin és balnoether. A (6) feltétel
szimmetridja miatt persze jobbartin és jobbnoether is.

12.4.8 Definicié: az R gytrd I bal-/jobb-/kétoldali idedlja nilpotens, ha 3IneN: ["={0}. Ez azt jelenti, hogy
minden n tényez8s I-beli szorzat értéke 0. I nil-ideal/-balideal/-jobbideal, ha minden eleme nilpotens. Nyilvan
minden nilpotens ~~ nil-~~, de a megforditas csak artin-gydrdben igaz (ezt majd belatjuk).

12.5 Féligegyszerd gytrik klasszikus targyalasmodja

o

Tudjuk, hogy tetszéleges R gytirtre és n pozitiv egészre az M,(R) teljes matrixgytird is gytrd lesz; tovabba ha R
egységelemes, akkor M,(R) is az és egységeleme az az I diagondlis matrix, melynek minden atléeleme R
egységeleme. Definialjuk A skaldrszorosait az alabbi médon: AeM,(R), reR esetén r-A ill. A-r legyen az a matrix,
melynek (i,k) eleme r-ay ill. ay-r, ahol a; az A matrix (i,k) eleme. Ezen miveletekre nézve M,(R) (R,R)
-bimodulus lesz.

Jelolje reR-re D, azt a matrixot, melynek atlojaban mindeniitt r van, tobbi eleme 0. Ekkor tetszéleges MeM,(R)
-re rM=D,-M és M-r=M-D,. Ez azért j6, mert igy M, (R) egy bal-, jobb- ill. kétoldali idedlja minden elemének bal-
vagy jobboldali ill. tetsz6leges skalarszorosat is tartalmazza. Tovédbba &:r—D, az R gytrd bedagyazasa M, (R)-be.

Ha R kommutativ, akkor a szokott médon definialhatjuk AeM,(R)-re A determinansat. Az a; elemhez tartozé
elGjeles aldeterminanst A;-val jelolve A adjungaltja az a matrix, melyben az i-edik sor k-adik eleme A,;. Jelolése
adjA vagy A". Akércsak a test feletti matrixgytriknél, A"™A=A-A'=(detA)-I. Ha detAeR egység, akkor
(detA)_l-A* kétoldali inverze lesz A-nak, kiilonben a determindnsok szorzasszabélya értelmében A-nak nem lehet
inverze.

12.5.1 Tétel: ha D ferdetest, akkor M, (D) egyszert gytrd.

Bizonyitas: legyen I az R=M,(D) gytrd {0}-tol kiilonboz6 idedlja. Elegendé megmutatni, hogy I=R. Jelolje Ey
azt a matrixot, melynek (k,I) eleme 1, minden mas eleme 0. Legyen A az I ideél nemnulla eleme. Legyen (i,j) olyan,
hogy a;#0. gy I<R, Ael, a,-;l-EkieRés E;eR = (uiyl-Eki)A-EﬂeI. Ez a szorzat viszont épp E;, azaz Eyel. Az
{Eu}y -1 elemek mér generaljak R-t (példaul generélt balidedlként), hiszen tetszdleges BeR B=3 ;_, b, Ey,. Tehat
VBeR el6all I-beli elemek (baloldali) skald rszorosai 6sszegeként, azaz R<].
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12.5.2 Tétel: legyen D ferdetest. Ekkor M, (D) balidealjai bijektiv médon megfeleltethetéek a V=D" vektortér
altereinek és a megfeleltetés tartalmazastarto.

Megjeqyzés: jeldlje M, (D) balidealhalojat L, V altérhélgjat V. (A részbenrendezés mindkét esetben a tartalmazas,
a A muvelet a metszet, az v mivelet az 6sszeadas.) A tétel azt mondja ki, hogy L=V.

Bizonyitas: rendelje a ¢:L—V leképezés Lel -hez az L-beli elemek sorvektorainak halmazat V-ben, y:V—L
pedig U<V-hez azon R-beli elemek halmazat, melyeknek minden sorvektora U-beli. Elég belatni, hogy ¢ sztirjektiv
és kolesonosen rendezéstarto, azaz Lo<L'¢ < L<L'.

El6szor is lassuk be, hogy ¢ és i valoban V-be és L-be képez, azaz LopeV és Upel .

Legyen LeLl; u,veLp; AeD és lassuk be, hogy Au+veLe. u és v valasztasa miatt talalhatéak olyan A,BeL
matrixok, melyek i-edik illetve j-edik sora u illetve v. M=(A-Ey;)- A+ E,;BeL, mert L balidedl. M elsS sora Au+v, igy
ez valéban Le-beli.

Legyen most UeV; A,BelUy; MeM, (D). Azt kell belatni, hogy ekkor M-A,A+BelUy. A matrixszorzas
definici6jabdl latszik, hogy M-A sorai A sorainak linearis kombinacidi, azaz U-beliek: M-AeUyp. A+B sorait
generaljak A és B sorai, igy ezek is U-beliek: A+Belly.

Ha L<L' balideélok, akkor ¢ definicidja szerint Lo<L'¢. Lassuk most be, hogy Lo<L'¢p = L<L'. Legyen AeL
tetszGleges, sorvektorai rendre vy,v,,...,v,. Ezek Lg-beli, azaz L'¢-beli elemek, tehat talalhatéak olyan AeL’
elemek és i, indexek, hogy k=1,...,n-re A; i;-adik sora v,. Ekkor az A=3_, E; ;A eldéllitas szerint AeL'.

Ezzel belattuk, hogy ¢ injektiv, hiszen Lo=L'¢ esetén Lo<L'¢p és L'¢p<L¢ folytin L<L' és L'<L, dsszefoglalva
L=L'.

Konnyen lathat6, hogy VUeV: Uypp=U, specidlisan ¢ sziirjektiv is, azaz haléizomorfizmus (bijekcié). Ekkor
invertalhato és Uyp=(Uype)e '=Up ' miatt persze o '=y.

Megjegyzés: ha sorvektorok helyett oszlopvektorokat tekintettiink volna és V-t nem bal-, hanem jobboldali
D-modulusként kezeltiik volna, akkor azt kaptuk volna, ho gy R jobbidealhél6ja izomorf V-vel.

12.5.3 Kévetkezmény: M, (D)-ben bal- vagy jobbidedlok szigordan monoton lanca legfeljebb n+1 elemd.
Ugyanis alkalmazva a fenti ¢-vel a dim(.)o¢ leképezést egy ilyen lancra el6szor D" -beli alterek szigoraan monoton
lancat kapjuk, majd 0 és n kozotti egész szadmok szigortian monoton lancét, ez utébbi pedig legfeljebb n+1 elemd
lehet.

Specialisan M,(D) bal- és jobbidealjai eleget tesznek mind a minimum -, mind a maximumfeltételnek.
12.5.4 Definicié: R féligegyszerd, ha balartin és nem tartalmaz 0-t6l kiilonb6z6 nilpotens balidealt.
Megjegyzés: latni fogjuk, hogy azonos fogalomhoz jutunk, ha a feltételeket jobbideédlokra kotjtik ki.

12.5.5 Lemma: ha L az R féligegyszerd gylrd minimalis balidedlja, akkor el6all L=Re alakban, ahol e
idempotens. Ekkor persze ¢ jobboldali egységelem L-ben, hiszen V(re)eL: re-e=r-e’=re.
Bizonyitas: legyen acL olyan, hogy La#{0}. (Létezik ilyen a, mert L nem nilpotens, azaz L*#{0}). La balideal

R-ben, része L-nek és nem {0}, L minimalitdsa miatt tehat csak La=L lehetséges. Igy hat L minden eleme el6all
xa : xeL alakban. Specidlisan JeeL: ea=a. Ekkor e#0, mert a=0.

L tetszoleges b elemére bea=ba, azaz (be—a)=0. Tekintsiik azon L-beli x elemek halmazat, melyekre xa=0. Ez is
balidedl R-ben és ea=a#0 miatt nem az egész L. L minimalitasa folytan csak {0} lehet, azaz VbeL: (be—bJa=0 azt
jelenti, hogy VveL: be=b. Tekintstik Re-t. ecL miatt RecL és VbeL: b=becRe miatt LCRe, azaz Re=L, mint azt
bizonyitani akartuk.

12.5.6 Lemma: az R féligegyszerd gydrd L balidedlja el6all Re alakban, ahol e idempotens. Ekkor persze e
jobboldali egységelem L-ben.

Bizonyitas: minden L-beli ¢’ idempotens elemhez tekintsiik az A, ={xeL|xe'=0} halmazt. Ez persze balideal
R-ben. 0eL idempotens, tehat az {A8r|e'eL idempotens} nemiires halmazban van minimalis elem, hiszen R
balidedljai teljesitik a minimumfeltételt. Legyen ez A,.
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7 A,#{0}. Ekkor A, tartalmaz minimalis balidealt, amely az el6z6 lemma szerint Re; alakba irhato, ahol
e;€Re A, idempotens. e;€A,-bél ee=0. Legyen e,=e+e;—ee;el. Konnyen ellendrizhets, hogy ee,=ee=e és
e1e,=eye;=¢;, amibdl eg' =(e+e,—eey)e,=e,, azaz e, idempotens. Ha xe,=0, akkor xe=xe,e=0-e=0, azaz A, SA,. Mivel
ere,=e;#0, ejeANA, , igy A, S A, valédi tartalmazas. Ez A, vélasztdsa miatt §.

Tehat alkalmas eeL idempotens elemre A,={0}. igy VbeL: (be—b)e=0 -bol kovetkezik VbeL: be=b. Eszerint
L=Le<Re, mig L balideal voltdbél RecL, dsszefoglalva L=Re.

12.5.7 Tétel (Noether): ha az R gyudrd féligegyszerd, akkor elall véges sok minimalis balidedljanak direkt
osszegekeént és ezen balidealok mindegyike idempotenssel generalhat6 (értsd: Re alakd, ahol e’=e alakd).

Bizonyitas: R-ben van minimalis balidedl, legyen ez L, . Az els6 lemma szerint L;=Re;, ahol ¢; idempotens.
Legyen Li={r—rel|reR}, ez persze balidedl R-ben. xeL;NL; esetén egyrészt xe;=x, mert e, jobboldali egységelem
L,-ben, masrészt xe;=0, mert xeL| miatt Ir: xe,=(r—re,Je;=re;—re;=0. Tehat x=0, L,NL,={0}. Tovabba VreR
eléall r=re;+(r—re)eL;+L] alakban, azaz R=L,®L;. igy R minden minimalis balidealja direkt 6sszeadandé.

Ha L;={0}, akkor az allitas igaz. Ha nem, akkor legyen L, egy L; altal tartalmazott minimalis balideal. A fenti
moédon R=L,®L;. EbbSl L,<L; alapjan - felhasznalva, hogy balidedlhdlé moduléris - Li=L,®(LiNL)), azaz
R=L,®L,®(LiNL}). Polytassuk ezt mindaddig, amig ;-;L;={0} lesz. Ez id6vel bekovetkezik, mert
Li2(LNLy)2...2(Nio1 Ly)2... R-beli balidealok szigoraan monoton csdkkend lanca, tehat véges hosszu. Ekkor
R=£B1 Ly, a tétel allitasanak megfelelGen.

12.5.8 Lemma: legyen R féligegyszerd gytrd, A<R. Ekkor A el6éll Re alakban, ahol e kétoldali egységelem
A-ban, tovabba alkalmas B<R-re R=A®B.

Bizonyitas: A balidedl, igy el6all Re alakban, ahol e idempotens, tehat jobboldali egységelem A-ban. Igazolni
fogjuk, hogy e baloldali egységeleme is A-nak. Legyen J={aeA|ea=0}. Ez nyilvan jobbideal, mert ac],reR esetén
areA és ear=0-r=0, azaz are] definici6 szerint. Ekkor J’=Je-J=]-eJ=]-{0}={0}, igy J nilpotens. Az R] kétoldali
idealra (RJ)*=R(JR)J=RJJ=0. Mivel R féligegyszerd, egyetlen nilpotens balidealja {0}, azaz RJ={0}. Ez persze része
J-nek, igy ] kétoldali ideal. | is nilpotens, igy maga is {0}.

Legyen most beA tetszéleges, ekkor 0=ezb—eb=e(eb—b). A<R miatt (eb—b)eA, igy definici6 szerint J-beli, azaz
VbeA: eb—b=0. Pontosan ekkor nevezziik e-t A baloldali egységelemének.

Legyen most B ={r—re‘reR}. Akarcsak az elébbi lemmanal, B balideal R-ben és R=A®B. Mar csak azt kell
igazolnunk, hogy B jobbidedl is. Legyen r,seR tetszGleges, ekkor (r—reJseB bizonyitando. Tekintve az
(r—re)s=(r—re)se+(r—re)(s—se)=r(se—ese)+(r—re)(s—se) elGallitast az elsS tag 0, hiszen seeA miatt ese=se, a masodik
tag pedig két B-beli elem szorzata 1évén maga is B-beli. Ekkor persze az tsszeg is B-beli.

Megjegyzés: idealok direkt osszegét azért kedveljiik jobban bal- vagy jobbideédlok direkt dsszegénél, mert az
elébbiben az Osszeadds mellett a szorzas is végezhet6 koordinatanként. Ugyanis R=k(£91 I « <R,
r=Y4o1te, S=25=15¢ TSkl esetén rs=3 [ 18+ Xiwm S, -ben a masodik dsszeg egy tagjara rs,,ell,ZLNI,={0},
igy az egész dsszeg 0. Ez alapjan

12.5.9 Megjegyzés: az RzkEz)l I gytrdben I, (egyoldali) idealjai R-nek is (egyoldali) idealjai.
12.5.10 Kovetkezmény: féligegyszerd gytrd ideélja is féligegyszerd.

Bizonyitas: a 12.5.8 lemma szerint féligegyszerd gytrd idealja direkt 6sszeadando, igy balidealjai egyben R-nek
is balideéljai. Ezért sem {0} -t6l kiilonbzd nilpotens balidedl, sem végtelen leszall6 lanc nincs koztiik.

12.5.11 Tétel (Wedderburn, Artin I.): ha R féligegyszerd, akkor egységelemes és elGall véges sok minimalis
idealjanak (ezek egyszerd gytrdk) direkt 6sszegeként, melyek mindegyikének mint gytrtnek balidealjaira teljestil
a minimum-feltétel. Tovabba ez az elallitas egyértelmd.

Bizonyitas: az R<R ideélra alkalmazva az el6bbi lemmat kapjuk, hogy egységelemes. Lassuk most be, hogy
eléall véges sok minimalis balideéljanak direkt sszegeként.

Ha R egyszerd, akkor kész vagyunk. Ha nem, akkor legyen A< R nem-trividlis ideal. A lemma szerint alkalmas
B ideédlra R=A®B és A,BsIR. Ha A és B egyarant egyszert, akkor mindkett6 minimélis ideal és kész vagyunk.
Ellenkez6 esetben valamelyik tovabb bonthat6, hiszen az elébbi kovetkezmény szerint féligegyszerd. Folytassuk a
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tovabb-bontast, amig lehet. Ha véges sok lépéssel kész vagyunk, akkor elGallitottuk R-t véges sok minimalis ideal
direkt 6sszegeként.

7 Sikertiil az algoritmust végtelen sokaig folytatni. Ekkor A és B valamelyike is végtelen sokaig bonthato, jelolje
A,. Hasonléan A;-nek is van végtelen sokaig bonthat6 valédi idedlja, legyen ez A,, stb. A;>A,>A;>.. . >A>...
idealok végtelen, szigortian monoton csokkend lanca, §.

Mar csak az egyértelmdség van hatra. Ehhez elég, hogy R=k€ZBlIk minden A minimalis idealja az I;-k
valamelyike. Legyen acA~{0} és allitsuk el a direkt 6sszegbdl a=3_,a; : qel; . Az a-k valamelyike nem 0,
legyen ez a;. I, egységelemét e,-el jelolve ae;=a,e,=4a,. igy az a altal generdlt ideél tartalmazza a;-et. I; minimalis
ideal, tehat ;= (a)=A. A is minimalis idedl, igy A=1,.

12.5.12 Tétel: legyen L az R féligegyszerd gytriiben e idempotens, Re minimalis balidedl. Ekkor D=eRe
ferdetest.

Bizonyitas: vilagos, hogy ere alakt elemek Gsszege, kiilonbsége és szorzata is ilyen, tehat D gytrd, amelyben e
kétoldali egységelem. Legyen most x=eree D~{0} és lassuk be, hogy van baloldali inverze. Tekintsiik Re-(ere)-t. Ez
része az Re minimélis balidedlnak és maga is balidedl, igy vagy {0}, vagy a teljes Re. {0} nem lehet, mert
O#ere=ee-erecRelere). Ezért Re-x=Re, amibdl Dx=D. Specidlisan eeD=Dx, azaz 3x'eD: x'x=e. Ezt kerestiik.

12.5.13 Tétel (Wedderburn, Artin IL): az R (#{0}) gytrd pontosan akkor egyszerd és balartin, ha
primszamrendd zérégytrd, vagy alkalmas D ferdetestre és n pozitiv egészre R~M,,(D).

Bizonyitas: = : legyen R a feltételeknek megfeleld.

Tegyiik fel, hogy R-nek van L#{0} nilpotens balidealja, L"={0}. Tekintsiik I=L+LR-t. Kénnyen ellendrizhetd,
hogy I<R. Mivel R egyszert és {0}#LcI<R, I=R. EbbSl RLCL felhasznalasaval

R"=(L+LR)"=3"  LNLR)" *=L"+ 30 LNLR)" = {0} + 30 LY (RL)" ™ 'Re ¥, L"R=3}", {0}-R={0}

o

Eszerint R nilpotens. R” ideal az R egyszerd gytriben, tehat vagy {0}, vagy R. Ez utébbi nem lehetséges, mert
akkor R minden hatvénya R lenne, holott nilpotens. Azaz R*={0}, R zérégytrd. Zérogytiriiben az additiv csoport
minden részcsoportja idedl, igy (R, +)-nak nincs valodi részcsoportja. Eszerint primrendt ciklikus csoport, R pedig
primrendd zérogytrd.

Tekintstik most azt az esetet, amikor R-ben nincs nilpotens balidedl. Ekkor féligegyszerd, azaz No%ther tétele
szerint elGall véges sok minimalis balidedljanak direkt Osszegeként és egységelemes. Legyen R=@ Ly ez az
eléallitas, e az egységelem. Allitsuk el e-t a direkt osszeg szerint: e=3Y_¢,, ahol ecL;. Tetszéleges a,cL,,-re
ay=a,e=_1a4,e. A két oldalon r két - a direkt dsszeg szerinti - elGallitdsa taldlhato, igy egyrészt a,e,=a,,
masrészt k#m esetén a,e,=0. Ezek szerint e, jobboldali egységelem L, -ben (specidlisan idempotens), masrészt
a,=e,, valasztassal e,e,=0, ha k#m. Utébbit gy mondjuk, hogy az ¢, elemek ortogonalisak.

Li2Re,2Lig=L;, mert L balidedl és ¢, jobboldali egységelem L-ben, igy L,=Re,. Tehat R=k<+:91 Rey, ahol az ¢,
elemek ortogondlis idempotensek, tsszegiik R egységeleme és Re, minimalis balideal R-ben.

Jelolje az e;Re, ferdetestet D. {xeR|xRe,;={0}} lathatéan ideélt alkot R-ben, ami e;Re;#{0} miatt nem az egész R.
Azaz xRe;={0} < x=0, specialisan ¢Re;#{0}. Legyen d,ee;Re; nemnulla elem, erre ed,=de;=d,. Az Ry={0}
egyenletet kielégité yeR elemek idealt alkotnak, mely R egyszerdsége és R*#0 folytan csak {0} lehet, igy
edi=d,#0-bol Red,#{0}. Red, balidedl R-ben, dieRe; folytdn része Re;-nek és az elébbiekbdl nem {0}. Re;
minimalis balideél, azaz csak Red,=Re; lehetséges. Ezért e;Red,=e;Re;, tehét alkalmas djee Re;, elemre didi=e;.
Mérmost (did})’=d,(did,)di=(de,)d;=d,d} és didiceRee;ReeeRe;. Igy hat didp az eRe, ferdetest egy idempotens
eleme.

A p(x)zxz—x polinomnak ferdetestben is csak 0 és 1 lehet gyoke, mert a p(x)=x:(x—1) felirasban
minden egytitthatd centrumbeli, igy a szorzas és a behelyettesités felcserélhet6 = a ferdetest minden
a elemére p(a)=o-(a—1), ami tényleg csak ae{0,1} esetbenlesz0 = csak ezek idempotensek.

Ezek szerint d,d; vagy 0, vagy e;. didyd,=de;#0 miatt csak e, lehet. Ebb6l és dieeRe;, dieeiRe -bol:

ekde dk/ d]tek: d]t ’ ddeZEk, dkffl: dk/ eld]t: d]t ’ d}:dk=el .
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Valasszunk ki ilyen d, elemeket minden egyes ke{l,...,n}-re és rendelje ¢:R— M, (D) az R gytrd tetszSleges a
eleméhez azt az AeM, (D) matrixot, melyben a;=d;ad, (ez valéban D eleme, hiszen a;=e,a;¢,). Azt akarjuk belatni,
hogy ¢ gytrdizomorfizmus.

pla+b) és ¢la)+elb) i-edik soranak k-adik eleme egyarant d;(a+b)d,=d;ad,+d;bd,, igy ¢ Osszegtarto.

pla)-@b) i-edik sordnak k-adik eleme Y. ,(diad)(dibd,)=d'a-(¥._e.)-bd,=d aebd,=d}(ab)d,, szerencsére
megegyezik ¢(ab) megfelelS elemével.

A Y diagdi =Y (did} aldidy) = (3 e)a(Y e) =eae=a elballitasbol ¢ injektiv, hiszen ¢(a) megadja a-t.

Legyen MeM, (D) tetszdleges, i-edik soranak k-adik elemét jelolje m;. Ekkor a=3., ,dimgd;eR vélasztassal ¢l(a)
i-edik soranak k-adik eleme diad,=%, ,did;md;d,. Ha i#s, akkor did,=d;(ee)d,=0 és hasonléan t=k kivételével
did,=0. Tehat az sszegnek egyetlen nem 0 tagja van; ezt beirva djad,=d;dmydid,=e;mye,, ami myee;Re; miatt
éppen my,. Azaz ¢(a)=M, igy Melm ¢. Ezek szerint ¢ sziirjektiv is.

Osszegezve a fentieket ¢: R— M, (D) mdvelettart6 bijekcié, R~M,,(D).

< ferdetest feletti matrixgytrd egyszerd és bal-artin, ezt mar belattuk. Primrendd zérégytrd ugyancsak, ez
trivialis.
12.5.14 *Megjegyzés: a fenti tételben D és n izomorfia erejéig egyértelmd.

Ehhez azt kell belatnunk, hogy M, (D) egyértelmtien meghatarozza n-t és izomorfia erejéig D-t. M, (D)-ben
balidedlok szigortian monoton lanca lehet n+1 elemd, de hosszabb nem, ez meghatdrozza n-t. Legyen most L
minimélis balideal, ] minimalis jobbideal M, (D)-ben. Legyen az L sorvektorai altal generalt részmodulus (altér) a
baloldali D-modulusként tekintett D"-ben U, a ] oszlopvektorai &ltal generdlt részmodulus a jobboldali
D-moduluskeént tekintett D"-ben W. Tudjuk, hogy ezek minimalis részmodulusok (haléizomorfizmus), azaz egy
elem altal generaltak: U=D-u és W=w-D, ahol u=(uy,...,u,), w=(wy,...,w,) D"-beli nem 0 vektorok. Feltehetjiik,
hogy példaul u; és w; nem 0, s6t, pont 1. Tekintsiik Q=LN] egy tetszbleges A elemét, ennek elemei legyenek
((ag))i k=1 Ekkor aj=ay;-u;, hiszen AeL és u;=1. Hasonldan a;=w;ay, hiszen Ae] és w;=1. Tehat ag=w; a; u;.
Masrészt ha egy A matrix ilyen alakd, akkor eleme Q-nak. Tehat Q épp azon A maétrixok halmaza, ahol ahol ;€D
tetszbleges és a;=w; a,;-uy.

Azt allitjuk, hogy Q vagy zérogytrd, vagy D-vel izomorf részgytirdje M,(D)-nek és mindkét eset el6fordulhat
alkalmas L,]-re. Legyen p=Y",uw;, jelolje tovibba A, Q azon elemét, melynek bal felsé eleme aeD. Ekkor
A, A; i-edik soranak k-adik eleme 37, (wiau/)(wjauk)=wial(27:1 uw;) Buy=wapP)uy. Tehat A, Ag=A,,;. Ha p=0,
akkor ez mindig 0, tehat Q zérégytrd. Ha p#0, akkor 3p €D és oa—> Ay muvelettarté bijekcié D és Q kozott,
mint az konnyen ellendrizhetd.

Ezek szerint M,(D) ismeretében D az az egyetlen gytrd, amely el6all egy minimalis balidedl és egy minimalis
jobbideal metszeteként, de nem zérégydrd.

Megjegyzés: ha R kommutativ egyszerd gytrd, akkor az R=~M, (D) eléallitasban n=1 és D test, hiszen n>2
esetén M, (D) soha nem kommutativ. Eszerint minden kommutativ egyszert gytrd test, eltekintve persze az
érdektelen primrendd zérogytirtiktsl.

Megjegyzés: mivel M, (D)-ben jobbideélokra is teljesiil a minimumfeltétel és az egyetlen nilpotens jobbideal a
{0}, a féligegyszerd gytrd definiciéjaban a balidedlokat jobbideélokra cserélve azonos fogalomhoz jutunk.

o

Kovetkezmény: tovabbi két ekivalens feltételt kaptunk arra, hogy az R gytrt féligegyszerd legyen:
(F12) R balartin és nincs #{0} nilpotens balidealja, (F13) R jobbartin és nincs #{0} nilpotens jobbidealja.

o o

12.6 Nemkommutativ gytrid Jacobson-radikalja

12.6.1 Definicié: legyen I olyan leképezés, ami gydrdk egy R osztalyan értelmezett és R minden R eleméhez
annak egy I(R) idealjat rendeli. I-t radikalnak nevezziik, ha YReR: I(R/I(R))={0}.

A Jacobson-radikalt egységelemes, kommutativ gytrtiben mar definidltuk, ez a maximalis idealok metszete
volt. Most ki szeretnénk terjeszteni a definiciét nemkommutativakra is.
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12.6.2 Allitas: az R egységelemes gytrd <R (bal)ideélja belefoglalhaté maximalis (bal)idealba.

Bizonyitas: legyen H az I-t fedS, de 1-et nem tartalmazé (bal)idedlok halmaz. H-beli lanc unidja konnyen
lathatéan szintén H-beli és IeH. Igy a Zorn-lemma szerint H-nak van maximélis elem.

12.6.3 Definicié: az R egységelemes gytrt J(R) Jacobson-radikalja a R-beli maximalis balidedlok metszete.

Latszolag az imént a ,, bal-Jacobson-radikal” fogalmat definialtuk és ez balideal R-ben. Szerencsére J(R) kétoldali
idedl és megegyezik a ,jobb-Jacobson-radikal”-lal.

12.6.4 Tétel: legyen R egységelemes. Ekkor yeR-re ekvivalensek az aldbbi feltételek:
1) yeJR), (5) y eleme a maximalis jobbidealok metszetének,
(2) (1-xy)-nak VxeR-re van balinverze, (6) (1-yz)-nek minden zeR-re van jobbinverze,
(3) minden MexM egyszerd modulusra yM={0}, (7) minden MeMy egyszerd modulusra My={0},
(4) (1-xyz)eU(R) minden x,zeR-re (van kétoldali inverze)

Specidlisan, a maximalis balidedlok és a maximalis jobbidealok metszete megegyezik és kétoldali ideal R-ben.

Bizonyitas: mivel a (4) feltétel véltozatlan, az (1)...(3) és (5)...(7) feltételek pedig felcserélédnek, ha R-rél

P

attériink az oppozit gytrdjére, elegendé az els6 négy feltétel ekvivalenciajat belatni.

1)=@): 1yeJ(R), de valamely xeR-re R(1-xy)#R. Ekkor R(1-xy) egy R-nél sziikebb balideal, igy
belefoglalhat6 egy L maximadlis balideédlba. yeJ(R)=L miatt xyeL és (1-xy)=1-(1-xy)eR-(1-xy)<L miatt (1-xy)eL
. Ekkor 6sszegiik, xy+(1—-xy)=1 is L-beli, ami L#R szerint J.

(2) = (3): 7 (1-xy)-nak minden xeR-re van balinverze, de valamely MezM egyszerd modulusra yM={0}.
Ekkor M valamely m elemére ym#0, azaz Rym#{0}. Ez részmodulusa M-nek, M pedig egyszerd, igy Rym=M.
Ekkor meM alkalmas xeR elemre el6éll xym=m alakban = (1-xy)m=0. Balrol szorozva (1-xy) balinverzével
m=0, azaz ym=0, }.

(3) = (1): legyen L tetszSleges maximalis balidedl R-ben. Ekkor M=R/[, egyszerd modulus, azaz y-(R/L)={0}
= yeL.Igy y eleme az 6sszes maximalis balideal metszetének.

(4) = (1): trivialis (rogzitstik z=1-et). A megforditashoz még néhany lépésre sziikségiink van.

12.6.5 Definici6: legyen MeM. Ekkor M annulétor-idedlja Ann(M)={reR|rM={0}}. Ez nyilvan balideal, de
jobbideal is, mert ha re Ann(M), seR, akkor (rs)M=r(sM)=rM=1{0}.

12.6.6 Allitas: MegM egyszerd < {0}, Z, feletti zéromodulus vagy alkalmas L maximalis balidealra M=R/[..

Bizonyitas: = : legyen M egyszerd. Ha zéromodulus, akkor additiv csoportja vagy {0}, vagy egyszerd, tehat
Z,. Ha nem zéromodulus, akkor valamely meM-re Rm#{0}. Rm részmodulus, igy csak M lehet. Tehat
@:R—M, r—rm epimorfizmus, azaz L=Ker ¢ jeloléssel M=Im ¢p=~R/[.. Ha lenne L és R k6z6tt balideal, akkor annak
¢ szerinti képe {0} és M kozotti részmodulus lenne, ami lehetetlen, azaz L maximalis balideal. Hogy a felsorolt
modulusok val6ban egyszertek, az egyszerd.

12.6.7 Allitas: legyen R egységelemes, L balidedl R-ben. Ekkor Ann(R/L) a legnagyobb kétoldali ideal, amely
része L-nek.

Bizonyitas: Ann(R/L)={reR|r(R/L)={0}}={reR|rRSL}. 1eR miatt rerR, tehat Ann(R/L)<L. Igy
Ann(R/L)={reL|rRCSL}. Ezen felirasbol latszik, hogy Ann(R/L) minden L-beli elemet tartalmaz, amely egyaltaldn
belekertilhet L-beli jobbidealba. Mivel Ann(R/L) kétoldali idedl, tényleg ez a legnagyobb.

Megjegyzés: az R/[ alaka modulusok éppen a ciklikus R-modulusok.

Bizonyitas (folytatds): (1),(3) = (4): az iménti definiciét hasznélva (3) szerint J(R) éppen az Osszes egyszerd
R-modulus annulatordnak metszete. Ezek mind kétoldali idealok, azaz mets zetiik is az. Legyen most ye](R);
x,zeR. Ekkor yz-t is tartalmazza J(R), mert idedl. (1) szerint alkalmas ueR-re u-(l—x(yz))zl. Ebb6l u=1+uxyz.
Mivel y eleme a J(R) kétoldali idealnak, —uxyzeJ(R). Ekkor u=1-(-uxyz)-nek van baloldali inverze is, ueU(R).
Ekkor persze az inverze, 1-xyz is U(R)-beli, mint azt bizonyitani akartuk.

Ezzel befejeztiik 12.6.4 bizonyitasat.
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Példa: legyen R, a Z[x,|neN] megszamlalhat6 véltozés polinomgytird, I, ebben az {x, +1|neN} elemek éaltal
generalt idedl, R=Ro/],. A természetes homomorfizmust jelslje feliilvonas. Minden X, nilpotens, hiszen x, el,.
Tehat R nilradikalja (R kommutativ) tartalmazza {%,|neN}-t (s6t, éppen az altala generélt idedl). Méarpedig
N=N(R) nem nilpotens, hiszen 0#x,eN" szerint N"#{0} minden neN-re teljesiil. Eszerint valoban nem minden
nilideal nilpotens.

12.6.8 Lemma: véges sok nilpotens balideal 6sszege is nilpotens.

Bizonyitas: elegend6 két tagra belatni. Legyen tehat Li=L5={0} és lassuk be, hogy L;+L, is nilpotens.
Tekintsiink el8szor egy S,=L.qLyo)...'Ly,+x-1) Szorzatot, ahol &(i)e{l,2}. Ha legalabb n helyen &(i)=1, akkor
L,L,cL, felhasznaldsaval Kkiejthetjik az n-edik L; tényezé el6tt allo L, tényezSket és kapjuk, hogy
S.cLi-(...)={0}-(...)={0}. Ellenkez6 esetben LL,cL,-vel S,cL5-(...)={0}. Ennek segitségével
(L1+L2)n+k_1:zs:{l,...,n—k—l}a{l,Z} S,=2,{0}={0}, azaz L,+L, is nilpotens.

o

12.6.9 Lemma: ha L nilbalideal az R egységelemes gytirtben, akkor L<J(R).

Bizonyitas: legyen yeL. Elég belatni, hogy (1-xy)-nak van balinverze VxeR esetén. xyeL, mert L balideal, igy
xy nilpotens. Tehat az s=Z;io(xy)k végtelen tagtnak tiné Osszeg valdjdban véges, azaz értelmes és R-beli
eredményt szolgaltat. Ekkor s(1—-xy)=(1-xy)s=1.

12.6.10 Allitas: ha R egységelemes és balartin, akkor J(R) a legnagyobb nilpotens balideal R-ben.

Bizonyitas: az el6z6 lemma szerint J=]J(R) minden nil-, specidlisan minden nilpotens balidealt tartalmaz.
Elegend§ tehat belatni, hogy | nilpotens. Tekintstik az ]2]22]32... lesz4ll6 lancot R idedljai kozt. Ez feltételeink
szerint stabilizal6dik, azaz alkalmas keN-re ]kz]“m teljestil minden meN esetén.

1 J*%{0}. Ekkor J*-J*#{0}, igy a J-L#{0} feltételnek eleget tevé L balidedlok halmaza nemiires. Legyen L, ezek
kozott minimalis. Legyen acL olyan, melyre J*-a#{0}. Ekkor J*-(Ja)=]"-a#{0} miatt Ja-ra is teljesiil a feltétel. JacL,
és L, minimalis volta miatt Ja=Ly>a, azaz Jye]: y-a=a. Atrendezve (1-y)a=0. Ezt megszorozva (1-y) - ye]
szerint létez - balinverzével a=0, ami [-a#{0}-bol 4.

Tehat J*={0}, ] valoban nilpotens.

Kovetkezmény: tjabb ekvivalens ( < (F12) az el6z6 allitasbol) feltételt kaptunk arra, hogy az R egységelemes
gyurd féligegyszerd legyen:
(F14) R balartin és J(R)={0}.

o

Megjegyzés: a Jacobson-radikalrol szolo részben végig egységelemes gytirtkkel foglalkoztunk. Az egységelem
létezése azonban néhany triikkel kikeriilhet6. Az els6 Jacobsontdl szarmazik. Vegyiik észre, hogy (1-y)-nak
pontosan akkor balinverze (1-x), ha x+y=xy. Ha az R - nem feltétleniil egységelemes - gytrtben y-hoz talalhat6
olyan x, melyre teljestil ez utobbi feltétel, akkor y-t bal-kvazireguldrisnak hivjuk. A kvéziregularitas segitségével is

megfogalmazhatéak és bizonyithatdak a Jacobson -radikéallal kapcsolatos allitasok.

A maésik: x-nek a altalanositott inverze, ha axa=a (ez egységelemes gytrdben x barmelyik oldali inverzére
teljestil). R Neumann-regularis, ha minden xeR-hez taldlhat¢ ilyen elem.



	㄀㈀⸀㄀ 倀爀漀樀攀欀琀瘀 洀漀搀甀氀甀猀漀欀
	㄀㈀⸀㄀ 一栀渀礀 氀氀琀猀 漀猀稀琀栀愀琀 䄀戀攀氀ⴀ挀猀漀瀀漀爀琀漀欀爀氀
	㄀㈀⸀㌀ 䤀渀樀攀欀琀瘀 洀漀搀甀氀甀猀漀欀
	㄀㈀⸀㐀 䘀氀椀最攀最礀猀稀攀爀焁 最礀焁爀焁欀
	㄀㈀⸀㔀 䘀氀椀最攀最礀猀稀攀爀焁 最礀焁爀焁欀欀氀愀猀猀稀椀欀甀猀 琀爀最礀愀氀猀洀搀樀愀
	㄀㈀⸀㘀 一攀洀欀漀洀洀甀琀愀琀瘀 最礀焁爀焁 䨀愀挀漀戀猀漀渀ⴀ爀愀搀椀欀氀樀愀
	吀愀爀琀愀氀漀洀樀攀最礀稀欀

